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RÉSUMÉ 

Ce rapport décrit une méthode de calcul ainsi qu'un code digital permettant 
l'étude du comportement mécanique d'un grand nombre de structures complexes 
rencontrées dans le domaine de la technologie nucléaire. 

L'étude, basée sur la méthode des éléments finis, couvre le domaine des struc
tures planes et celui des structures possédant la symétrie axiale. 

On a tenu compte de l'anisotropie du matériau, du fluage, du champ de 
température ainsi que des variations de dimension ducs à l'irradiation. 

Des exemples numériques sont présentés en vue de démontrer la validité 
de la méthode d'analyse proposée. 
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1. Introduction.*) 

Ce rapport a pour objet la description d'une méthode de calcul et 

la présentation d'un code digital permettent l'étude du comportement 

mécanique d'un grand nombre de structures rencontrées dans le domaine 

de la technologie nucléaire. 

Parmi ces structures, nous mentionnerons les éléments de combus

tible qu'ils soient du type crayon ou sous forme de matrice, les blocs 

modérateurs et réflecteurs, les enceintes sous pression, etc. 

En général, le desain de ces structures et lea propriétés des 

matériaux mis en oeuvre sont relativement complexes. On conçoit, dès 

lors, la nécessité d'aborder le problème par une voie numérique capable 

de traiter des géométries élaborées et de prendre en considération 

l'anisotropie du matériau de m&me que les effets du champ de tempéra

ture, du fluage et des variations de dimension sous irradiation. 

Nous avons eu recours à la méthode des éléments finis (1] pour 

résoudre le problème d'analyse des contraintes ainsi posé. Cette 

méthode peraet, comme on le sait, de traiter numériquement les pro

blèmes variationnels associés à la détermination des champs de tempé

rature et de déformation en s'appuyant sur un même réseau d'éléments 

discrets. A l'usage, cette technique s'est révélée extrêmement souple et 

*) Manuscrit reçu le 10 décembre 1970 
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a été préférée à la méthode des différences finies. Cette dernière métho

de repose sur une discrétisation de l'opérateur différentiel et s'avère 

particulièrement laborieuse en présence de contours irréguliers. En outre, 

la solution du problème aux contraintes à l'aide de l'équation biharmoni

que [2] implique de nombreuses dérivations numériques, ce qui constitue 

une importante source d'erreurs. 

L'inclusion de phénomènes non linéaires dans le formalisme des élé

ments finis est traitée à l'aide d'une procédure incrémentale [~ trans

formant le problème original en une série de problèmes linéaires. 

Les solutions présentées dans cette étude se réfèrent ides états 

triaxiaux de contrainte èérivant de champs bidimensionnels de déplacement. 

Elles couvrent par conséquent le domaine des structures présentant la 

symétrie axiale et celui des structures planes. Dans ce dernier cas, on 

pourra envisager les états plans de contrainte ou de déformation ainsi que 

l'état plan généralisé de déformation. Dans cette dernière hypothèse, la 

déformation axiale est cons·tante en tout point de la structure, sa valeur 

est déterminée par la condition d'équilibre axial. 

Un code digital permettant la résolution pratique des divers problè

mes évoqués çi-dessus a été écrit en Fortran IV et compilé sur l'ordina-

teur IBM 360/65 du CETIS. 

Ce programme dénommé GOLIA comprend une partie principale régissant 

la séquence des opérations et dix sous-programmes où sont exécutées les 

diverses phases du calcul. Cette disposition permet à l'utilisateur du 

programme d'insérer aisément les équations d'état du matériau traité. 
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On a pris soin de rendre le code GOLIA compatible avec le code 

TAFE-2 ( Temperature Analysis by Finite Elements ) (4] et avec le 

programme de généra.tion automatique du réseau d'éléments finis [5] 

La résolution de divers problèmes dont la solution est fournie 

dans la littérature nous a permis de contrôler la validité des résul-

tata numériques obtenus. 

2. Fondements de la solution par la méthode des éléments finis. 

2.1 Aspect variationnel du problème. 

Il est bien connu que les problèmes fondamentaux de la mécanique 

sont gouvernés i la fois par des équations différentielles et par des 

principes de minimum. Le théorème d'Euler du calcul des variations géné-

ra.lise cette propriété particulière des systèmes mécaniques en démontrant 

l'équivalence entre la recherche de la solution d'une équation différen-

tielle et l'annulation de la première variation de la fonctionnelle pour 

laquelle l'équation différentielle en question est l'équation d'Euler. 

On peut dès lors aborder les problèmes aux limites associés aux 

équations d'équilibre d'un système et à l'équation de Poisson régissant 

son champ de tempér2ture à l'aide d'une formulation variationnelle. 

Le problème différentiel initial se réduit, dès lors, à la ·minimisation 

d'une fonctionnelle appropriée. La méthode des éléments finis fournit 

un moyen élégant pour résoudre le problème ainsi posé. 
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2.2 La méthode des éléments finis. 

Cette méthode consiste à substituer à la structure continue étu-

diée un assemblage de petits éléments structuraux de forme appropriée 

et connectés en un nombre fini de noeuds. 

Par opposition à la technique de Ritz, qui définit la totalité du 

champ de la grandeur étudiée à l'aide d'une fonction paramétrique conti

nue, la méthode des éléments finis dote chaque élément structural d'un 

champ élémentaire ayant comme paramètres les valeurs de la grandeur 

inconnue aux points nodaux de l'élément. 

L'hypothèse de travail la plus simple consiste à choisir des élé-

ments de forme triangulaire l l'intérieur desquels le champ dépend li-

néairement des coordonnées. Le champ global de la grandeur inconnue est 

donc construit par morceaux, mais sa continuité est assurée. L'influ-

ence d'un paramètre nodal quelquonque sur le champ flobal étant limitée 

aux éléments adjacents au noeud considéré, l'évaluation de la fonction-

nelle est considérablement simplifiée. En outre, sa minimisation engen-

dre un système d'équations linéaires dont la matrice n'est r:énéralement 

peuplée qu'aux alentours de la diagonale principale. Un tel système se 

prête très bien au traitement par calculatrice électronique. 

2.3 Etude du champ de température. 

Le code TAFE-2 [4] permet de résoudre le problème de l'écoule-
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ment conductif de la chaleur en régime établi et en présence d'un champ 

bidimensionnel de température. Il couvre donc le domaine des structures 

planes et celui des structures à symétrie axiale. 

Pour fixer les idées, s~pposons qu'on ait à résoudre le problème 

de Poisson . • 

( 2 .1) 

dans un domaine plan R limité par la courbe C avec les conditions 

T = T(s) sur la portion c
1 

du contour C; 

sur la portion c
2 

; 

sur la portion c
3 (2.2) 

q - h( T-T ) 
n f = 0 sur la portion finale c

4 
du contour C. 

( s désigne l'abscisse curvilgne du contour et n la normale unitaire 

extérieure) • 

Le problème variationnel équivalent consiste à minimiser la fonc-

tionne1le 

+ f fi [î(s)-Îf]"J. 
C4 

avec comme seule condition que T = T(s) sur C • 
1 

(2.3) 
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La fonctionnelle (2.3) exprime en fait le bilan énergétique dans le 

domaine R. On y retrouve une énergie thermique interne, l'énergie 

potentielle des sources internes, l'énergie potentielle des flux impo-

sés et l'énergie d'un "ressort thermique". 

Le code TAFE-2 aborde la minimisation de la fonctionnelle (2.3) 

en découpant la structure étudiée en éléments finis triangulaires con

nectés en leurs sommets. A l'intérieur de chaque élément, le champ de 

température est décrit par une fonction linéaire àes coordonnées ayant 

comme paramètres les trois valeurs nodales de la température. Ce choix 

assure la continuité du champ sur les frontières des éléments. Sur ces 

m~mes frontières, la dérivée première du champ est discontinue mais 

finie, tandis que la dérivée seconde est infinie. Comme cette dernière 

n'intervient pas dans la fonctionnelle, on est assuré que le choix de 

champs locaux linéaires n'introduit aucune singularité. 

On démontre aisément [1] que la minimisation de la fonctionnelle 

(2.3) par rapport aux tempérél.tures nodales conduit au système linéaire 

où 

[K] t T} = { F} 1 2. 4) 

{ T} est le vecteur des températures nodales à déterminer; 

[KJ est la matrice de conductivité complétée p~,r des termes 

de convection; 

{ F} représente les "forces thermiques" nodales dues aux sources 

internes, aux flux imposés et aux termes de convection. 

Comme la matrice (K] est symétrique, définie positive et, pour une 

discrétisation convenable, peuplée aux alento1ilrs de sa r:l.ia1"'.'onal_e prin

cipale, on pourra avant~feusement résoudre 1 e système i2.4) par la 
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méthode de Choleski (voir paragraphe 4). En tenant compte de la pre-

mière condition (2.2) , le champ de température dans la structure sera 

ainsi déterminé. 

2.4 Le problème des contraintes en présence de fluage et de variations 

de dimension. 

La discrétisation de la structure qui est l la base de la métho-

de des éléments finis a pour effet de limiter le nombre de degrés de 

liberté caractérisant la déformation de chaque élément. Cette restric-

tian implique nécessairement des approximations soit sur les conditions 

de compatibilité, soit sur les conditions d'équilibre, soit sur les 

deux à la fois. 

Parmi la variété de modèles susceptibles de décrire le comporte-

ment des éléments finis, deux sont particulièrement intéressants en ce 

sens qu'ils permettent une estimation directe de la convergence de la 

solution sur la base de considérations énergétiques. Ces modèles sont 

le modèle des déplacements et le modèle des forces [6] • 

Le modèle des déplacements qui sera utilisé dans notre étude est 

basé sur le choix de fonctions de déplacement assurant la compatibilité 

des déformations tant à l'intérieur des éléments qu'à travers leurs 

frontières. Ce modèle est basé sur le principe de variation des dépla-

cements. 

Pour illustrer les choses, plaçons-nous en état plan de contrain-

te. On entend par "champ'' , un champ de contraintes et déformations 

liées par des équations énergétiques 
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où W(E) est la densité d'énergie de déformation. 

Un champ est intégrable s'il existe des fonctions de déplacement u(x,y) 

et v(x,y) à détermination unique et différentiables de manière continue 

telles que 

~ .... 
E" = -ax 

c _ ~V 
c;~ - -()t ( 2. 5b) 

Un champ est compatible si les fonctions de déplacement satisfont aux 

conditions prescrites pour les déplacements sur certaines parties C 
u 

du contour : 

u = u -V=V sur C 
u 

Un champ est équilibré lorsque les contraintes satisfont aux équations 

d'équilibre interne et de surface (6]: 

C est la portion du contour complémentaire à C 
s u 

sur C 
s 

Le principe de variation des déplacements s'énonce: 

b(U-P) =0 

( 2. 5e) 

(2.6) 
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U • 1 W( E ) dX dy est l 'énergie de déformation totale 

p -Je x u + y V ) dx dy + 1 ( i. u + py V ) ds 

est l'énergie potentielle des forces prescrites. 

Seuls les déplacements u et v sont soumis à variation, ils doivent 

à priori satisfaire aux conditions (2.5b) et (2.5c). 

Le problème de la minimisation de la fonctionnelle ( 2. 6) est 

traité en découpant la structure à l'aide d'éléments finis triangulaires. 

Un tel élément possède six degrés de liberté à savoir trois sommets et 

deux composantes du déplacement en chacun d'eux. En vue d'en assurer 

la compatibilité, on décrit la déformation de chaque élément i l'aide 

d'un champ de déplacement dépendant linéairement des coordonnées et 

ayant comme paramètres les six composantes nodales du déplacement. 

On exprime ensuite l'énergie de déformation de chaque élément 

en fonction des déplacements aux noeuds. La loi de Hooke permet de 

relier linéairement les composantes de la contrainte à celles de la 

déformation, si bien que l'énergie de déformation apparait comme une 

fonction quadratique des déplacements nodaux. 

L'énergie potentielle de la structure complète s'obtient par som-

mation des énerries de déformation élémentaires et soustraction du tra-

vail des forces externes prescrites. Finalement, la minimisation de 

l'énergie potentielle par rapport aux déplacements nodaux fournit un 

système d'équations linéaires déterminant la solution du problème. 

L'inclusion des phénomènes non linéaires dus au fluage est trai

tée à l'aide d'une procédure incrémentale transformant le problème 
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original en une série de problèmes linéaires. A cet effet, on admet 

qu'à tout instant la déformation totale est la somme : 

( 2. 7) 

d'une déformation élastique, d'une dilatation thermique et de déforma

tions dues aux variations de dimension ainsi qu'au fluage. 

La technique utilisée consiste à rendre le problème linéaire en 

considéra.nt les trois dernières composantes de la déformation totale 

comme formant une déformation initiale connue. Puisque les déforma

tions de fluage dépendent de manière généralement non linéaire de 

l'état de contrainte, la mise en oeuvre d'une telle technique nécessi

te une procédure incrémentale, c.a.d un découpage adéquoit de l'axe 

du temps de manière à pouvoir attribuer aux contraintes une valeur 

moyenne constante pendant chaque intervalle de temps. Les étapes 

successives conduisant i la solution du problème seront décrites au 

paragraphe 7 • 

On montrera au paragraphe 3 comment les dilatations initiales 

propres à chaque intervalle de temps peuvent être incorporées dans 

le formalisme des éléments finis sous la forme de forces nodales fic

tives. Ce procédé offre l'avantage de garder intacte la matrice du 

système linéaire gouvernant les déplacements nodaux. Seul le membre 

de droite de ce système doit être ajusté au fur et à mesure que la 

solution progresse dans le temps. On montrera également que la soluti

on des équations aux déplacements nodaux à l'aide de la méthode de 

Choleski est particulièrement efficace tant au point de vue de l'occu-
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pation des mémoires de l'ordinateur qu'en ce qui concerne le temps 

requis pour obtenir les solutions successives. 

3. Equations structurales dérivant du principe de variation des dépla-

cements. 

Dans ce paragraphe nous formulerons les équations dérivant du 

principe de variation des déplacements énoncé au paragraphe précédent. 

Quoique les solutions présentées se réfèrent toutes à des champs de 

déplacement bidimensionnels, nous présenterons séparément les problèmes 

plans et celui des structures à symétrie axiale. 

3.1 Les structures Planes. 

Nous concentrerons notre attention sur 1 'état plan f'énéra.lisé 

de déformation où la déformation axiale est constante sur toute la 

section droite de la structure. L'état plan de déformation ( f. = 0 ) 
z 

apparaitra comme un cas particulier de l'état plan généralisé, tandis 

que le problème de contrainte p1ane ( G"' = 0 ) sera résolu en modifi
z 

ant le module de Young et le coefficient de Poisson dans le problème 

correspondant de déformation plane. 

Supposons avoir couvert la section droite de la structure étudiée 

à l'aide d'éléments finis triangulaires. Un élément quelquonque est dé-

fini par ses trois sommets i, j , k numérotés dans le sens antihorlo-

gique (Fig. 1) et possède six de,·rés de liberté : trois sommets et deux 

composantes du déplacement en chacun d'eux. 

En vue d'assurer la continuité entre éléments adjacents, on dé-
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crit le déplacement à l'intérieur de chaque élément par une fonction 

linéaire des coordonnées: 

= [: 
X Y 0 

0 0 1 

où {o<J est la matrice colonne des déplacements généralisés. 

Appliquée aux trois sommets de l'élément la relation (3.1) permet 

d'exprimer les déplacements généralisés en fonction des déplacements 

nodaux: 

(3.1) 

{ « ! = [c] { ~1 (3.2) 

où, en indiquant par la lettre T la transposition 

T f ~eJ = (u. ' 
V, 

' u. ' 
V ' '\: ' vk ) 

1 1 J j 
(3.3) 

tandis que 

ai 0 a. 0 ak 0 
J 

b, 0 b. 0 bk 0 
1 J 

[ C J 1 C, 0 c. 0 ck 0 
= 1 J 

2 l::,. 
0 a. 0 a 0 a 

1 j k 

(3.4) 

0 b, 0 b 0 b 
1 j k 

0 c. 0 C 0 ck 1 j 

On a posé a. = :X j yk :xk yj 
1 

b = Y. yk i J 
(3.5) 

C, = xk - X 
1 j 

l::,. = aire du triangle i, j ,k 

Les autres coefficients de la matrice [ C] s'obtiennent par permuta-

tion des indices dans l'ordre i,j,k. 
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Le champ de déplacement dans le plan de l'élément s'exprime, dès lors, 

en fonction des déplacements aux noeuds par la relation 

{ f} = [:J = [ M(x,y~ [c] [&e\ (3.6) 

Les composantes planes de la déformation totale sont liées aux dépla-

cements par les relations (2.5b) qui, compte-tenu de (3. 6) s'écrivent 

Et 
')( 

ét: , = [ N] [ C] f ~•1 ( 3. 7) 

1;, 
avec 

0 1 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 (3.8) 

0 0 1 0 1 0 

La déformation axiale totale Et est par hypothèse constante dans 
z 

tous les éléments. 

Dans le cas d'un matériau transversalement isotrope (Fig. 2a), 

où E
1 

, v 
1 

désignent les propriétés dans la section droite et E
2 

, V 
2 

celles de la direction normale, les contraintes planes sont liées aux 

composantes élastiques de la déformation par la relation 

où 
( f! f.t yt Et) ..... , Y,oxY, z 

et de même pour [E n~ défini par ( 2. 7) 

En posant n = E
1 

E2 

[ D•l la matrice J s'écrit 

(3.9) 
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l'\. ( i - ,,...>;) i 
'n,. V.z (" .. .)1) 1\ { i>1 + 'l'u),. ) 0 

[ n*] E, 
'l'l ( ,J1 + ,, .J,.') 1 

.'t\.va (oJ,.) = 
{-t+i:>1)(-t-v4 -.t'h.v/) 

n. ( -t - ,, va) 0 

i 
0 0 'I'\ ~-a>.i -.t T1.))2) 0 

La loi de Hooke permet d'exprimer la contrainte axiale sous la forme 

(3.10) 

Les composantes (3.9) (3.10) de la contrainte font intervenir la défor-

mation axiale totale. Cette dernière peut être calculée en exprimant 

l'équilibre axial : 

où P est la charge appliquée axialement. 
z 

(3.11) 

En introduisant dans 1 'équation (3.11) la valeur de S" donnée en (3.10) 
z 

on obtient 

t ,{ 
€z = -

E2 A 

où A = "ID. est l'aire de la section droite. 

(3.12) 

Les composantes axi3les étant déterminées par les relations( 3.10) 

et (3.12) , appliquons le principe de variation des déplacements (2.6) 

aux composantes planes. 

L'énergie de déformation totale due aux composantes planes a 

pour valeur 

u = f /(f-"; ,;;. + 1 "l + t,; r., • e:<() JV (3.13a) 

V 

tandis que l'énergie potentielle des forces superficielles f P} prescri-

tes dans le plan s'écrit en vertu de (3.6) 

(3.13b) 
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V est le volume de l'élément triangulaire et C la surface latérale 
s 

sur laquelle les forces {PJ sont appliquées. 

Les expressions (3.6), (3.7) et (3.9) permettent d'écrire 

u fit {S'{ [cl' [NJ' [• l [N] [cl {S'j- f&'([cf [Nf [•".I [ë~] + 

• + {S') [c] [N] ou{~]) dV 

P =fu:([cf [M (x,~)fo) J, 

C11 

(3.14a) 

(3.14b) 

La matrice [D] est constituée par les trois premières colonnes de 

la matrice [n•J (3. 9) tandis que 

n** = 

~ - v~ - z 'h. v.i 
En égalant à zéro les premières variations de ( U - P) par rapport 

aux déplacements nodaux, on obtient le système linéaire gouvernant 

ces derniers sous la forme 

OÙ 

(3.15) 

[ K j • [ cJr.{ [ N f [ D] [ N] J Y J [ C] = 

;: [Cr [ K *J [ C] (3.16a) 

f F l = [c]jrNrr o"J M dv - [c JjrNf ••• f ~? Jy = 

= [cf[ fFl\J + {F"}] (3.16b) 

=[cf ([M(x,'tt{~J d.r - [cf [Q'J 
lcll 1 (3.16c) 

En vertu de la dualité entre équilibre et principe de minimum, les 

équations ( 3.15) ne font que traduire l'équilibre nooal de 1 'élément 
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considéré sous l'effet 

a) des forces nodales généralisées que la matrice de rigidité [ K ~ 

associe au champ de déplacement. 

b) des forces statiquement équivalentes aux dilatations thermiques, 

aux variations de dimension ainsi qu'au fluage. 

c) des forces résultant de la dilatation axiale totale. 

d) des forces extérieures prescrites. 

Un vecteur nodal quelquonque {FJ a ses composantes raneées de telle 

sorte que 
T 

= (F ., F ., F ., F ., F , F ) 
xi yi XJ YJ xk yk 

Puisque en plus de la matrice [ C] , les matrices [ N] et [ D] 
ne dépendent pas des coordonnées, on obtient en supposant les déforma-

tions f ê nJ et 

= 

C' t c constantes~ l'intérieur de l'élément: 
z 

0 0 0 0 0 

0 0 0 

0 

0 0 

symétrique 

(3.17a) 

0 

'l'\. ( ~ -1'\. v:)t; + 'I'\ ( V1 + 1\ v! ) E,; ~ 'I\. V2, (.t + i)~) E: 
.i ... 

o,5 'l'I. (1-"1 - 2'ft ))2,) r)t, 
0 

o,s 'l'i.. ("-v1 - :i""' va") 1 .... "', 

1\. (v4 + -rL v1t.) E:_ + "'- ( -1 - Tl. ;>1
1 ) e.1 + n ,)1 (-t + v.,) l: ;i 

0 

0 

0 

0 
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~ llz. E2 Ll E! 
(1 -v1 - 2 tt. v1i) 

1 0 
X Ü 

y 0 

0 1 
Ü X 

0 y 

0 

1 
0 (3.17c) 
0 
0 
1 

ds 
(3.17d) 

où p et p désignent les composantes des forces superficielles pres-x y 

cri tes. 

Considérons le cas fréquent d'une pression normale uniforme p 

appliquée sur le côté i-j de l'élément représenté à la figure 3. 

Les composantes de p sont 

p = p COS 9 = - p dy / ds 1 

:X: 

p = p sine = p dx/ds' y 

(3.17e) 

En considérant une tranche d'épaisseur unitaire dans la ddrection axi-

ale ds = 1 x de' si bien que 

J 
- dy 
- X dy 

( Qp] = p I - y dy 
dx 
X dX 

,(. 

y dx 

où X - X. 
j 1 

(3 = 
Y. - Y. 

J 1 

= p 

et 

..._ ('t~- 'a'i) + ~ ('ti.
2 

- 'tt) 
.( 2 2 
ï (j,-- 'ti ) 

(>'j- Xi) 

t 2 ! (xj - Je~ ) 

p [ }ex;- Xi~)--' (xj- Xi)] 

(3.17f) 
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Ave.nt de passer à l'assemblage des équations structurales (3.15) 

pour tous les éléments de la structure, nous établirons ces mêmes 

équations pour les structures possédant la symétrie axiale. 

3.2 Les structures à symétrie axiale. 

Lorsqu'une structure possède la symétrie axiale tant au point 

de vue géométrique qu'en ce qui concerne la mise en charge, les campo-

santes du déplacement dans tout plan sectionnant la structure selon 

son axe de symétrie déterminent complètement les états de contrainte 

et de déformation. 

Dans ces conditions, en désignant par r et z les coordonnées 

radiale et axiale et paru et v les déplacements correspondants, on 

constate que les fonctions (3.1) permettent encore de définir le champ 

de déplacement dans l'élément à section triang-ulaire i,j,k représenté 

à la figure 4. On écrira dès lors: 

= (3.18) 

Cette fois, le volume associé à un élément est celui d'un anneau d 'ou--

verture angulaire unitaire dans la direction azimutale. 

En coordonnées cylindriques, les relations entre déplacements 

et déformations totales s'écrivent 

t ';) IL 
E,_ = 

ih 

t u. 
ée = -

t 

soit, en vertu du choix (3.18) et par analogie avec (3.7) 

où 

~u. ôV --+-
ôZ ~'t-

(3.19) 
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[ cJ est la matrice (3.4) et 

ments nodaux, tandis que: 

[b 8
} le vecteur (3.3) des déplace-

0 1 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 1 
1 1 z O O 0 
r r 
0 0 1 0 1 0 

La matrice [ NJ fait à présent intervenir les coordonnées r et z, 

si bien que les déformations à l'intérieur de l'élément ne sont plus 

constantes comme c'était le cas pour les états plans. 

Dans le cas d'un matériau transversalement isotrope (Fig. 2b) , 

où E1 , V 1 désignent les propriétés dans le plan normal à l'axe de 

symétrie et E2 , ~ 2 celles de la direction de l'axe, les contraintes 

sont liées aux composantes élastiques de la déformation par la relation 

(3. 20) 

où 
= 

( CS" r' e-'z' es; ' 't' rz ) 

= 
(voir équation (2.7) ) 

t 
-n J3 (4~ V4) l\ (~~ +11.~) "' Ct- """:a) 0 

1 
,,, Vi (i+ Yi) [D] Ea i -V.. 0 = 

( i 1- v., )( ~ - vi - 2 "'- ~: ) 
1\. (., - 'ri. -J;) 0 

symétrique 
1t\. (t+v4)(~-v.-2"'~t) 

On a posé et 
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En vue d'appliquer le principe de variation des déplacements, 

nous construisons l'expression de l'énergie de déformation totale 

sous la forme 

u dV 

soit, en vertu de (3.19) et (3.20) 

L'énergie potentielle des forces superficielles {P) prescrites a pour 

expression 

p 
T 

[c]T [M(r,z)] {P} ds 

V est le volume associé à l'élément triangulaire et C la surface laté
s 

rale sur laquelle les forces {PJ sont appliquées. 

En annulant les premières variations de (U - P) , on obtient les 

équations d'équilibre nodal de l'élément sous la forme (3.15) c.a.d 

( 3. 21 ) 

où [ Ke] et l Qj conservent les expressions données en (3.16a) et 

(3.16c) à savoir 
T 

[ Ke] = [ C J [ K*] [ C J (3.22a) 
T 

( Qj = [ C J t QPJ ( 3. 22b) 

tandis que 
[Cf i [ N f [ D] ( Enj 

T 

{ FJ = dV = [ C J (FnJ 
:3.22c) 

Le calcul des coefficients apparaissant d~ns les matrices (3.22) 

est cette fois plus laborieux, étant donné que les matrices [NJ et 
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[ MJ dépendent toutes deux des coordonnées. On obtient dans le cas 

présent 

[ K~ = 

avec X 

= 

-··----.,..-

où R 
g 

2 
'I\ (i-i>;) ""'"+~) ~ Jl (4-n,t) 0 0 ,,, '!)a ( 4 HM 

'tl 'l 't 
't 

l'11.(4+i> .. ) ~'l'\.(-t+i>,.) 
~ 

0 0 2l'l.))2 (H-J,. 

! ~ "'"·-~')+À 0 À ~'ll\l~•il E2. ·'L' "' 
(4t-v~)(1-l> .. - 2'1\.v:) 

0 0 0 

symétrique ),. 0 

.,_~2 
(3.23) 

t = m ( •h 1',. ) ( ,f - v., - 2 1\ »2 ) et dV = r dr dz 

Rt 1'\v2 (-t+a>-1)E:+ (-t-J.,
1
)E; + 't\.V2 (-f+Y.«)E;

(3.24) 
·-~ 

= 1 ( r. + r + r ) 
- 1 j k 3 

et Z = 1 ( z. + z + zk ) 
g 3 1 j 

dV 
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1 0 
r 
z 
0 

0 
0 

0 

0 

1 
r 
z 
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de 

Dans le cas d'une pression normale uniforme p appliquée entre les 

noeuds i et j de l'élément représenté à la figure 3, on a 

pr - - p dz 

ds' 

p = p dr 
z 

ds' 

L'élément ayant une ouverture angulaire unitaire dans la direction 

azimutale ds = r ds' 

si bien que 

- r dz 

J 
2 

- r dz 

{ QPJ 
r z dz 

= p r dr 
2 

.(. r dr 

= p 

r z dr 

(3.25) 

Les valeurs des composantes ri ont été calculées par Greenbaum [7] 

et figurent dans l'appendice A. On trouvera dans ce même appendice 

les valeurs des diverses intégrales impliquées dans le calcul de la 

matrice [ K*] 

4. Assemblage et solution des équations structurales. 

Les étapes consécutives à l'évaluation de la matrice de rigidité 

et des forces nodales propres à chaque élément discret consistent à 

construire et ensuite à résoudre le système traduisant l'équilibre 
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nodal de la structure complète. 

4.1 Assemblage des équations. 

--------------
La première étape, à savoir l'assemblage des équations d'équilibre 

nodal, se déroule par superposition des contributions du type (3.15) 

qu'apportent tous les éléments discrets auxquels appartiennent les N 

points nodaux de la structure. Cette opération fournit le système: 

• 
• = • 

• + • 
• 

dont la solution détermine les composantes u et v du déplacement aux 

points nodaux et à travers eux les contraintes et déformations propres 

à chaque élément fini. 

La matrice [KJ de dimension (2N x 2N) est symétrique, positive 

définie et pour une numérotation opportune des noeuds, peuplée uniquement 

dans deux bandes égales disposées de part et d'autre de la diagonale 

principale comme indiqué schématiquement çi-dessous 

1(11 1(12 K1, 

)(12 K22 Ku K24 

Ku ' Ku Kn K34 
.... 

' ... 
' 

·, 

' ' K2.4 K34 K44 ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 
..... 

' ' ..... ..... 
' ... ..... ' ' ..... ' 
' ' ' ' ..... ' 

' ' 
' 

' 
0 

' 
' 
' 

' 
' 

0 

.... 
.... 

.... 
..... ' ' ' ' ..... 

' ' ..... 
..... 

' ... 
' ' ' ' ' 

... 
' 

' 
.... 

' ..... ... 
..... 

' 

..... 
..... 

..... ... 

..... 

..... 

..... 
' ' 1(,11-a,.tN 
' ..... 1( • k 

, JrH,Jlf-1 IH-4,2.H 
' ..... 

' , ktN-2
1
1.w KIN-t,!N K,N,21'1 

(4.2a) 
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Ces caractéristiques de la matrice [ K] sont déterminantes pour 

la solution du système (4.1) à l'aide d'un ordinateur. Elles permettent, 

en effet, de ne mémoriser que les termes diagonaux et ceux d'une bande 

latérale. L'implantation dans les mémoires de l'ordinateur se fait sous 

forme d'une matrice rectangulaire, soit pour l'exemple cité selon le 

tableau : 

K11 K22 K33 • ........... K K K2N,2N 2N-2, 2N-2 2N-1,2N-1 

K12 K23 K24 .......... K 0 2N-2,2N-1 K 2N-1,2N 

K13 K24 K35 
.......... K 0 0 

2N-2,2N 

Il faut avant tout noter que dans un problème de fluage, le systè

me (4.1) doit être résolu un très grand nombre de fois. On a toutefois 

l'avantage que seul le membre de droite évolue avec le temps, la matri-

ce du système restant invariée. 

Pour cette raison, la première méthode qui vient à l'esprit est 

celle de l'inversion de matrice. Malheureusement, la matrice inverse 

de [KJ n'est plus une matrice à bandes et on perd ainsi la caracté-

ristique la plus intéressante. 

{4.2 
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Les méthodes itératives sont intéressantes mais requièrent de 

nombreuses opérations arithmétiques pour chaque résolution, ce qui 

allonge excessivement le temps de calcul. 

La méthode de triangularisation de Gauss [1] apparait plus 

attrayante. Elle consiste à multiplier la matrice de départ [KJ par 

une matrice opportune [ 1] de manière l obtenir une matrice triangu

laire supérieure [ U J 
Le système (4.1) se transforme dès lors en: 

u1 Fz1 
v1 F [u] [1] y1 • = • • . • 

.fi'xN ~ 
VN 

FyN 

La matrice [ u] est encore à bandes et peut être mémorisée à la place 

de [KJ , mais il faut en outre prévoir la mémorisation de [L J qui 

servira pour transformer le membre de droite avant toute résolution. 

Une autre technique applicable à notre problème est celle de 

Choleski. Elle consiste à déco~poser la matrice originale sous forme 

du produit d'une matrice triangulaire supérieure [s] par sa trans

posée, si bien que le système (4.1) se transforme en 

u1 Fx1 T v1 
Fy1 [s] x[s] • = . 

(4.3) ~ • • 

VN FxN 

FyN 



- 30 -

avec 1 'avantage que le membre de droite n'est pas affecté par la tra.ns-

formation. 

Si la matrice à décomposer est [ K(n, nÙ , les termes de [ S] 

sont fournis par les relations: 

S. = K. 
1,j 1,j 

S . = K 
1,J 1,j 

i-1 

L 
1=1 

i-1 

L 
1=1 

2 
(sl .) 

,1 

(8i . X 
,1 

S. 
1,i 

pour j = 2,n 

pour i = 2,n 

s ) pour i 
l,j 

j 

S. . = 0 
1,J 

pour i = 2,n j = 1 , n-1 

= 2, n-1 

= i+1, n 

L'expression (4.3) montre qu'on devra résoudre deux systèmes à savoir 

u1 
X 

1 

[s] 
v1 

y 
1 . = 

. 
~ XN 

VN YN 
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x1 Fx1 

y1 Fy1 

[s]T . • 
• = . 

~ 

YN ~N 

Comparée à la méthode de Gauss, celle de Choleski semble requérir 

un nombre double d'opérations pour chaque résolution. Ce n'est toutefois 

qu'une apparence, car la méthode de Gauss rend nécessaire la multipli

cation du membre de droite par la matrice [1] lors de chaque résolu-

tion. 

En outre, la méthode de Choleski ne requiert que la mémorisation 

de la matrice [s] qui est à bandes comme la matrice de départ. Cette 

propriété a été déterminante dans le choix de la méthode de Choleski 

pour notre code digital. 

4.3 Les conditions aux limites et le conditionnement de la matrice. 

4.3 1 Les conditions aux limites sur les déplace~~· 

On associe à chaque point nodal de. la structure un indice NTYPE 

destiné à indiquer si le noeud en question a des conditions imposées 

sur les composantes de son déplacement. Les valeurs attribuées à 

l'indice NTYPE spécifient le type de condition sur le déplacement 

comme l'indique le tableau suivant: 
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NTYPE 0 1 2 3 L1. 5 6 

-Condi tian aucune u = 0 V = o< U v=O u =U u fixé V fixé 

La candi tian u = u indique que le noeud appartient 3, un côté vertical 

dont le déplacement horizontal est uniforme et sur lequel la résultan-

te horizontale des forces est imposéé. 

Dans certains cas, un point nodal peut avoir des spécifications 

sur les deux composantes de son déplacement. L'indice NTYPE est cons-

truit dans ce cas par les deux indices correspondant à chacune des 

conditions. 

Les conditions doubles qu'on obtient par combinaison des conditions 

simples sont au nombre de 15. Parmi elles, quatre sont physiquement 

irréalisables, tandis que, par transformations opportunes, les autres 

se réduisent à sept : 

NTYPE 13 16 24 43 l6 53 56 

- - -0 
Condi tians 

U= 0 u= u= u u= u u= u u fixé u fixé 
V= 0 V fixé V= cl U V= 0 V fixé V = 0 V fixé 

4. 3 2 Le conditionnement de la matrice. 

En vue de satisfaire aux conditions de contour relatives aux 
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déplacements qui, dans le principe de variation (2.6) , sont des 

conditions "à priori" , il faut conditionner la matrice [ K] de 

manière opportune. Cette opération est effectuée à l'aide d'artifi

ces particuliers visant à conserver la symétrie de la matrice et à 

ne pas augmenter sa largeur de bande. 

Les conditions aux limites envisagées sont 

a) U OU V = 0 

On supprime dans la matrice [ KJ la ligne et la colonne correspon

dant au coefficient diagonal du déplacement considéré. On élimine 

également dans le membre de droite le terme correspondant à la 

ligne supprimée. 

b) Relation linéaire entre u et v. 

Lorsqu'un noeud se trouve sur un axe de symétrie, le déplacement se 

fait selon cet axe, ce qui impose que 

où~ est la tangente de l'angle que fait l'axe de symétrie avec 

l'axe coordonné Ox. 

En présence de cette condition, on commence par modifier la matrice 

en ajoutant à chaque terme de la ligne contenant le coefficient 

diagonal relatif à u le terme correspondant de la 1i0ne relative 

à v multiplié par o( • On procède de manière analogue pour les deux 

membres de droite intéressés. 

Etant donné la relation entre u et v, on peut considérer ce dernier 

comme une inconnue fictive. Dans ce cas, on ajoutera aux termes de 
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la colonne relative à u les termes de la colonne de v multipliés par ol.. • 

On supprimera ensuite la colonne relative à v ainsi que la ligne corres-

pondant au terme diagonal de v. 

c) u ou v est imposé. 

Dans la matrice [K J on supprime la ligne et la colonne correspon

dant au coefficient diagonal du déplacement considéré. Dans le membre 

de droite, on supprime le terme correspondant à la ligne de u ou v; 

on soustrait, en outre, du membre de droite des équations contenant 

u ou v le produit du déplacement connu par son coefficient de rigi-

dité. 

d) Noeuds d'un côté vertical où u est uniforme et où la résultante 

des forces horizontales est imposée. 

Lorsqu'on limite 1 'analyse des contraintes à la portion symétrique 

d'une structure "infinie" , on se trouve fréquemment en présence 

d'un côté vertical sur lequel la résultante des efforts horizontaux 

est imposée pour des raisons d'équilibre global , tandis que le 

déplacement horizontal u est uniforme. 

Dans ce cas, la matrice [KJ est conditionnée comme pour un dépla

cement u imposé, en attribuant au déplacement uniforme une valeur 

de première approximation. Après résolution du système régissant 

les déplacements, les forces nodales obtenues aux noeuds du côté 

vertical n'équilibreront généralement pas la résultante horizontale 

imposée. Toutefois, comme la valeur de cette résultante est une 

fonction linéaire du déplacemen~ uniforme du côté vertical, la 
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méthode des tangentes de Newton fournir~. en une seule itération la 

valeur à donner au déplacement uniforme pour équilibrer la résultante 

imposée. On trouvera dans l'appendice B la formulation mathématique 

relative à cette condition de déplacement. 

Il vaut la peine de faire remarquer que pour les divers types de 

conditions imposées aux composantes du déplacement, la matrice [KJ 
est réduite d'une ligne. Dans certains cas, on peut même obtenir une 

réduction de sa largeur de bande. Ces résultats conduisent à un gain 

te temps, aussi bien en ce qui concerne la décomposition ne la matrice 

que pour la résolution du système linéaire. 

5. Evaluation des contraintes et des déformations. 

En état plan, les déformations totales dans la section droite sont 

fournies par la relation (3.7) en fonction des déplacements nodaux. 

Ces prandeurs sont, constantes à 1 'intérieur de chaque élément discret. 

La déformation axiale totale est donnée par la relation (3.12) et a la 

même valeur pour tous les éléments. 

Les composantes de la contrainte résultent des relations (3.9) et 

( 3 .10). Comme la dilatati in axiale totale est fonction des contraintes 

apissant à l'intérieur des divers éléments de la structure et qu'à leur 

~ ., , C't tour ces aern1dres deuendent de c , un processu~ itératif doit être 
z 

. ü .. l h' ' C't mis en oeuvre. n com[ence par attr1ouer une va eur approc ee 1 L 
z 

Ceci permet te c~lculer les :iverses contraintes et ensuite 6'obtenir 
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une meilleure approximation de la dilatation axiale à 1 'aide de (3.12 ) .• 

Le processus itératif se prolonge jusqu'à ce que l'erreur relative sur 

Et entre deux itérations successives devienne inférieure à une petite 
z 

quanti té donnée. 

En cas de symétrie axiale, les déformations totales s'expriment en 

fonction des déplacements nodaux à l'aide des égalités (3.19) • Ces 

relations fournissent une déformation circonférentielle variable à l'inté-

rieur d'un élément. En vue de simplifier les choses, une valeur moyenne 

définie par 

= 

R 
g 

est utilisée pour le calcul des contraintes à l'aide des équations (3.20). 

Les contraintes et déformations aux noeuds de la structure peuvent 

être évaluées à l'aide de moyennes pondérées de ces mêmes valeurs dans 

les éléments adjacents au noeud considéré : 

s
nodal 

= L6'e l1 

6. Calcul des déformations initiales. 

e 

On a montré au paravraphe 2 que la déformation totale à l'intérieur 
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de tout élément discret peut être considérée comme la somme 

d'une déformation élastique, d'une dilatation thermique et de déforma-

tions dues aux variations de dimension ainsi qu'au fluage. 

Les trois dernières composantes de la déformation totale forment une 

déformation initiale supposée connue dont on rend compte dans le forma-

lisme aux éléments finis à l'aide de forces nodales statiquement équiva-

lentes. Cette déformation initiale est évaluée en lui attribuant une 

valeur moyenne constante à l'intérieur de chaque élément discret. 

Cette hypothèse est consistante avec la condition de déformation constan-

te imposée par le choix de fonctions de déplacement linéaires. 

6.1 Les iilatations thermi.9..ues. 

Le réseau d'éléments finis utilisé dans le problème aux contraintes 

permet au code digital TAFE- 2 [4] de déterminer les valeurs de la 

température aux divers points nodaux de la structure. 

On attribuera à chaque élément discret une tempéra·ture moyenne 

= T.+T.+Tk 
J. J ( 6.1 ) 

3 

égale à la moyenne arithmétique des températures aux trois sommets. 

En désignant par 0( le coefficient de dilatation thermique 
1 
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dans le plan d'isotropie et par o( 
2 

sa valeur dans la direction perpen

diculaire, la dilatation thermique propre à chaque élément s'écrit : 

T 
{ EthJ = 

= 

( é. th 
X 

E: th 
z 

th 
1 xy 

f. th ) 
z 

pour l'état plan 

= 

en symétrie axiale 

6.2 Les variations de dimension sous irradiation. -----------------------

(6.2a) 

( 6. 2b) 

Habituellement, les variations de dimension sont dues à l'irradia

tion du matériau dans un flux de neutrons rapides et dépendent de la 

dose rapide intégrée ainsi que de la température. Elles se présentent 

notamment dans le cas du graphite [8] 

Cette déformation présente les mêmes composantes que la dilatation 

thermique. On les calcule en attribuant à chaque élément une température 

moyenne constante, tandis que la dose rapide intégrée peut en p,énéral 

être supposée constante pour tous les éléments discrets. 

Il n'y aurait toutefois aucune difficulté à tenir compte des 

variations spatiales du flux de neutrons rapides. 
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Les lois de fluage en état multia:x:ial de contrainte peuvent être 

déterminées sur la base des hypothèses suivantes [~ a 

a) la déformation de fluage se produit sans variation de volume. 

b) les taux de déformation principale de glissement sont proportionnels 

au:x: contraintes principales de cisaillement. 

c) la direction des déformations normales principales coincide avec 

celle des contraintes normales associées. 

Dans ces conditions, les relation entre taux de déformation et contrainte 

s'écrivent pour l'état plan 

E: 
:x:c 

E. 
yc 

E • 
zc 

. 
0 xyc 

= Eë 
2e

e 

= E. 
e 

= 

2 s
e 

E 
e 

2 s
e 

= 3/2 

(2<5" - er 
X y 

~) 
z 

(20' - 6" - G"" ) 
y z :X: 

( 6. 3) 

(2 (5-' - ~ - o' ) 
Z X y 

E • 
e 

G"""e 
-C xy 
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où les quantités <3'
8 

et sont définies par les relations 

2 

( (3"' - 6" )2 + ( <3"" - E> )2 + ( S" - <o' )2 + 6 1:;' 
X y y Z Z X xy 

1 
= ïi2" 

= 

e 

(6.4) 

et dérivent de la notion de contrainte et déformation octaédrales. 

Pour déterminer les déformations de fluage (6.3) en fonction de 

l'état de contrainte, il est nécessaire de définir l'équation d'état 

du matériau. Cette équation relie le taux de déformation de comparaison 

à la contrainte et à la déformation de comparaison ainsi qu'à la tempé-

rature et au temps : 

On détermine la 

uniaxiale pour 

6-' = 01 . 
e 

d E. e 

d t 

forme de 

lequel les 

= f ( 6' , g , T, t ) 
e e 

l'équation ( 6. 5) par un essai 

relations ( 6. 4) donnent E" e 

(6.5) 

de traction 

= e· 
1 

et 

2 

Y xy 

Il faut noter que la dérivation donnée dans ce parag-raphe àes lois multi-

axiales de flua~e suppose implicitement que le matériau est isotrope. 

Dans le cas où cette hypothèse n'est pas vérifiée, il est nécessaire 
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d'introduire des constantes de viscosité dans 1 'expression de la contrain-

te de comparaison. Ces constantes sont déterminées par des essais de 

traction selon les axes principaux d'anisotropie. On trouvera dans la 

référence [9] la procédure permettant d'établir les lois de fluage 

multiaxial dans ces conditions. 

Le code de calcul GOLIA a été conçu de manière l pouvoir y intro-

duire des lois de fluage tout à fait générales. 

7 Les étapes de la procédure de calcul. 

Comme indiqué au par<i 0raphe 2.4, la solution d'un problème impli-

quant le fluace est obtenue par découpage de l'axe du temps. 

Les étapes de la procédure de calcul sont les suivantes . . 
A) A l'instant initial, seules interviennent les dilatations thermiques 

si bien que le membre de droite des équations d'équilibre nodal (4.1) 

u1 F Qx1 x1 
V F Qy1 

[ K] 
1 y1 . . 

( 7. 1 ) = . + . . 
UN FxN QxN 

V 
N 

F 
yN 

Q 
yN 

est immédiatement déterminé. Rappelons que [F} représente les forces noda

les dues aux ni latations thermiques, aux variations de dimensi;)n et au 

fluage , tandis que { Q} rend compte des .::·orces de surf9.ces prescrites. 
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La solution du système (7.1) fournit les déplacements élastiques. On en 

déduit les déformations et contraintes élastiques h l'aide des relations 

(3.19) et (3.20) en symétrie axiale et à l''lide de relations analofUeS 

en état plan. 

E) En admettant que les contraintes élastiques restent constantes pendant 

un petit intervalle de temps, on peut calculer les déformations de 

fluage accumulées dans chaque élément discret. Les variations de 

dimension sont ensuite évaluées comme fonctions du temps et de la tempé

rature. Le membre de droite du système (7.1) peut ainsi être ajusté et 

en résolvant un nouveau problème élastique, on obtiendra les contraintes 

et les déformations à la fin du premier intervalle de temps. 

C) On procède de manière analogue pour le second intervalle et les inter

valles successifs en admettant que chaque élément discret flue sous 

l'effet d'une contrainte moyenne constante tout au long de 1 'intervalle 

oonsidér~. Cette contrainte est obtenue en supposant une variation liné-

aire de la contrainte pendant l'intervalle de temps im~édiatement précé-

dent et en extrapolant la droite ainsi obtenue jusqu'à mi-longueur de 

l'intervalle nouveau considéré. Cette procédùre permet rie prévoir l'effet 

des variations de dimension sur la relaxation des contr8intes sans devoir 

itérer à l'intérieur de chaque intervalle de temps. L'erreur introduite 

par ce procédé peut être rendue aussi faible que l'on veut en réduisant 

la longueur des intervalles. 

Dans le code GOLIA, la lonp-ueur des divers intervalles est calculée 
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automatiquement de manière à rendre la vitesse de proeression dans le 

temps aussi élevée que possible tout en empêchant à l'aide de critères 

appropriés que la solution diverge. 

8. Le code digital GOLIA. 

8.1 Descri.E_tion _e:énérale et or_g_ani~ramme_succint. 

Le code digital GOLIA a été écrit en Fortran IV et compilé sur 

1 'ordinateur IBM 360/ 65 du CETIS à Ispra. Il permet d'aborder à 1 'aide 

de la méthoè.e décrite dans les paragraphes précédents l'analyse numérique 

des contraintes et déformations dans des structures planes ou à symétrie 

axiale en présence de fluage, de variations de dimension dues à l'irradia

tion et d'un champ de température. 

La structure idéalisée peut comporter au maximum 700 éléments 

triangulaires, 400 points nodaux et 20 points à travers l'épaisseur. 

Cette dernière restriction est destinée à limiter la largeur de bande 

de la matrice de rigidité globale. Dans ces conditions, le programme 

peut être contenu dans la mémoire centrale de l'ordinateur sans devoir 

recourir à des mémoires auxiliaires. 

Un ou·anigramme succint du prop:ramme est présenté à la figure 5 • 

Le proP'ramme comprend une partie principale et dix sous-proprammes. 

Le pror-ramme principal est constitué de trois parties : la lecture des 

données du problème, le déroulement du ca]cul proprement fit exécuté en 

faisant appel aux divers sous-pror:rammes et finalement l'impression nes 

résultats • 
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Il faut noter que la partie "manuelle" de la phase de préparation des 

données est extrêmement réduite par le fait que toutes les données 

relatives au réseau d'éléments finis sont élaborées automatiquement par 

un programme approprié [5] • 

Nous ne décrirons dans ce rapport ni la préparation des données 

d'entrée du code, ni la présentation des résultats. Ces questions feront 

l'objet d'un rapport séparé comportant, en outre, le mode d'emploi du 

code TAFE-2. 

8.2 Problèmes illustratifs. 

En vue de contrôler la validité des résultats numériques obtenus 

à l'aide du code GOLIA, nous avons résolu un certain nombre de problèmes 

dont la solution a été repérée dans la littérature. 

8.2.1 Fluage d'un cylindre épais soumis à une pression interne. 

Nous avons repris le problème du fluage d'un tube épais fermé à 

ses extrémités et soumis à une pression interne traité dans la référence 

(10] • 

Ce problème illustre l'état plan généralisé de déformation où 

la déformation axiale est constante sur l'épaisseur du tube. Sa valeur 

est déterminée par la condition d'équilibre axial . . 

;: r dr 
2 

CS- = pi a 
z 

2 

où 
7300 psi 1 inch b ,1 inches. pi = ; a = ; = 
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La loi de fluage du matériau est donnée par la relation 

df 
e 

= 

dt 

où B = 3,49. 10-25 
N = 3,41 

Les constantes élastiques valent 

E = 14,1 10
6 

psi 

-M 
E 

e 

M = 1,445 

v = 1/3 

Le champ de déplacement étant purement radial, nous avons limité 

l'analyse à une portion de cylindre d'ouverture égale à 5°. 

Nous avons recherché l'évolution des contraintes dans le temps 

jusqu'à atteindre 10
6 

heures. La figure 6 montre l'évolution de la 

contrainte circonférentielle à la surface interne du cylindre. Par 

comparaison avec les résultats donnés en [1 O] , on constate que la 

convergence de la solution est très bonne. Les figures 7a, 7b, 7c illus-

trent la répartition des contraintes· sur l'épaisseur du tube à t= 0, 

128 hr et 10
6 

heures. Ici également, la confrontation avec les résultats 

de la référence est très satisfaisante. 

8.2.2 Fluage, variations de dimension et champ de température dans 

un cylindre creux en graphite. 

Nous avons recherché l'évolution en fonction de la dose intégrée 

en neutrons rapides des contraintes et déformations dans un cylindre 

creux en graphite, en utilisant les données del a référence [8] où ce 

problème est traité. 
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Le cylindre est supposé en état plan généralisé de déformation 

( E = Cte); le calcul est effectué en tenant compte du fluage primaire 
z 

et secondaire ainsi que des variations de dimension. Ces dernières sont 

fonctions de la température locale et de la dose rapide intégrée moyennée 

sur 1 'élément. 

Etant donné qu'une erreur s'est glissée dans la publication de 

référence en ce qui concerne la valeur de la constante de fluage secon-

daire du graphite, nous avons attribué à cette grandeur la valeur: 

-27 )-1 2/ ) K = 2 x 10 (psi (cm neut 

De ce fait, une confrontation précise entre nos résultats et ceux de la 

référence [8] s'est avérée impossible. L'inspection des figures Sa, 8b 

et 8c montre toutefois que les résultats fournis par le code GOLIA 

correspondent très bien à ceux de la référence. 

8.2.3 Plaque perforée tendue uniformément. 

Cet exemple est traité dans la référence (11] • Il s'agit, comme 

le montre la figure 9, d'une plaque perforée tendue uniformément. 

Loin des bords de la plaque, le champ de contrainte est certainement 

répétitif, cette hypothèse permet de limiter l'analyse au secteur symétri-

que représenté à la figure 9. 

Ce problème de contrainte plane fait apparaître sur le côté BD 

une condition de déplacement horizontal uniforme, tandis que la résultante 

horizontale P est imposée par les conditions d'équilibre global de la 

plaque. 
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Les figures 10a et 10b permettent de comparer les résultats obtenus 

à ceux de la référence. 

8.2.4 Cylindre épais avec pression interne traité en symétrie axiale. 

Il restait, après les problèmes de contrainte et déformation planes 

à contrôler le fonctionnement du code GOLIA en symétrie axiale. 

A cet effet, nous avons traité le problème d'un cylindre épais 

soumis à une pression interne. Cette fois, la structure est discrétisée 

dans le plan r,z. 

Les caractéristiques mécaniques ont pour valeur: 

., 
E = 2• 10 psi ; ~ = 1/3 

La loi de fluage du matériau répond à l'équation: 

La figure 11 montre la distribution radiale de la contrainte circonféren-

tielle en régime élastique et en fluage établi. Cette dernière répartition 

est comparée aux résultats de la référence [7] • 

9. Conclusions. 

La méthode de calcuJ présentée dans ce rapport et appliquée 

numériquement dans le code GOLIA permet l'étude du comportement mécani-

que de structures planes ou à symétrie axiale. 
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Par le fait qu'elle permet de tenir compte de l'anisotropie du 

matériau, du fluage, du champ de température et des variations de 

dimension sous irradiation, la méthode apparaît comme bien adaptée 

à l'étude d'un grand nombre de structures à géométrie complexe rencon

trées dans le domaine de la technologie nucléaire. 

On songe particulièrement, mais non exclusivement, aux éléments 

de combustible et aux composants en graphite. 

Une étape reste à franchir pour perfectionner le travail accompli 

dans le cadre de ce rapport. Elle consiste à coupler les codes GOLIA 

et TAFE - 2. De cette façon, on pourra aborder le problème important 

des interactions entre la mécanique et la thermique tout au lon~ de la 

vie d'un élément de combustible. 
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APPENDICE A : Intégrales figurant dans les équations structurales 

en cas de symétrie axiale. 

1. Matrice de rigidité. 

-----------

Le calcul de la matrice de rigidité [ K J donnée en (3.23) 

rend nécessaire le calcui des intégrales suivantes . . 

V = fv À /:2 dV 
= 

3 

/: dV À4 I> dV ( A1) 

À = 
= 

1 

À /: dV 
\5 /:: dV 

= 
= 2 

où V est le volume de l'élément annulaire de section triangulaire et 

d'ouverture unitaire dans la direction azimutale (Fig 4) • 

Puisque 

dV = r dr dz 

on obtient immédiatement que 

V = R D. À1 = À ; À2 = z /j 
g g 

(A2) 
où 6 = aire du triangle i,j,k 

R 
1 (r. +r. + rk) z 1 ( z. + z. + z, ) 

= - 1. J 1 J ,( 

g 3 g 3 

Les trois dernières intégrales s'obtiennent en faisant usage du lemme 

de Green 
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f Qdr = -J~ 
C J) d z 

dr dz 

Le calcul donne 

À = - f c1 ln( rj/ ri) + S1 (r.-r.) + c2 ln( rk/ r} + 3 J J. 

+ S 3 (ri - rk) 5 
(AJ) 

+ s
2 

( r
1 

- r.) + c
3 

ln(r./r ) 
K J J. k 

= - { c
2 

ln(r./r.) + c
1 

S (r.-r.) + s2

1 
(r~ - r

1
2

) + 
1 J J. 1 J J. _ J 

- 4 2 

\ 5 { c3 ln(r./r.) 2 
s1 (r. r.) ,..2 2 2 = - + c1 + c1 ::;1 (r.-r.) + 1 J J. J J. J J. 

3 2 

S3 3 3 3 
ln(rk/rj) c2 s2 (rk - rj) 1 (r. - r.) + c2 + + 

9 J J. 2 
3 

2 2 
r~) 3 

(rk 
j 3 

+ C~ ln(ri/rk) + + c2 S2 (r - + S2 - r.) k J J 
2 9 3 

c2 
S3 (ri - rk) 

2 2 2 
3 3 3 î + 3 + C3 S3 ( r. - r

1 
) 

+ ~ ( ri - rl<: ) 1 <: 
2 

( A5) 
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On a posé : 

z.-z. 
J 1 

C = z - S r 
1 i 1 i 

r -r 
j i 

On obtient s
2

, c
2

, s
3

, c
3 

par permutation des indices dans le 

sens i,j,k. 

2. Forces nodales équivalentes à une pression normale uniforme. 

--------------------------------

Le calcul des forces nodales équivalentes à une pression nor

male uniforme agissant entre les noeuds i et j de 1 'élément repré-

senté à la figure 4 nécessite l'évaluation des composantes '( i dans 

l'expression (3.25) • 

Le long de i-j , les coordonnées sont liées par la relation 

r = 

avec 

s
4 

= r. - r 
J i 

z - z. 
j 1 

si bien que 

t 1 = - l c4 ( z. 
J 

z. ) 
1 

+ S4 

2 

12 { c! ( z . - zi) + c4 sil = -
J 

(z~ 
J - z~) J 

2 2 
( z. - z.) 

J 1 

r. 
1 

2 
+ S4 

3 

3 
- z~) l (z. 

J 
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(A6) 
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APPENDICE B: Condition de déplacement horizontal uniforme aux noeuds 

d'un côté vertical sur lequel la résultante horizontale 

des forces est imposée. 

En vertu de la relation (4.1) , l'équilibre horizontal de tout 

noeud i appartenant au côté vertical s'exprime sous la forme : 

K (i,i) u. + K (i,i) v. + 
XX 1 xy 1 

- F (i) 
X 

= Q (i) 
X 

(B.1) 

Dans cette équation, F (i) est la composante horizontale de la 
X 

force nodale statiquement équivalente aux déformations initiales, 

tandis que Q (i) est la composante de la force externe appliquée au 
X 

noeud i • 

Cette dernière composante est indéterminée, mais on sait que la 

sommation des Q (i) étendue à tous les noeuds appartenant au côté 
X 

vertical doit équilibrer la résultante horizontale imposée R. 

On aura donc en désignant par u la valeur du déplacement uni-

forme recherché : 

u L 
i 

K (i,i) 
XX 

+ L 
i 

K (i,i) V. 
xy 1 + (K (i,j) u. + 

XX J 
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R = 0 (B.2) 

On constate que la relation (B.2) déterminant le déplacement 

uniforme u a en général pour effet d'accroitre considérablement la 

largeur de bande du système (4.1) résultant du principe de variation 

des déplacements. Pour éviter de perdre la caractéristique essentielle 

du système linéaire déterminant les déplacements nodaux, à savoir la 

concentration des coefficients autour de la diagonale principale ,on 

devra done exclure l'équation (B.2) du système résolu par la méthode 

de Choleski. On procédera, dès lors, de la manière suivante : 

1 ) -On donne au déplacement u une valeur approchée u et on 
0 

résout par la méthode de Choleski le système (4.î) déterminant 

toutes les autres composantes u, v du déplacement. A l'aide de 

et des déplacements obtenus, on calcule la valeur F(Ü) 
0 

du membre de gauche de la relation (B.2) • 

2) Etant donné le caractère linéaire de la relation (B.2) et des 

équations (4.1 ), le membre de gauche de (B.2) est une fonction 

linéaire de Ü. Il en résulte qu'il suffira de répéter les opé

rations décrites au point 1 pour une deuxième valeur u
1 

de u 

pour pouvoir déterminer la valeur du déplacement uniforme qui 

satisfait à l'équation (B.2). Cette valeur résultera de la rela-

tion : 

u = u 
0 (B. 3) 

F(Ü) 
0 
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