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DEFINITION DES TERMES DE THEORIE DES GRAPHES UTILISES [2]

Arborescence:

Arbre:

>
2]
[e]

F-3
~
[« 31
cr
@
.

Articulation:

Chalne:

Chemin:

Circuit:

Cocircuit:

Cocycle:

Ccmposante:

Couplage:

(X,U) est une arborescence de racine x, € X ai:

1) tout sommet x, est 1l'extrémité terminale d'un seul
arc.

2) x, n'est 1l'extrémite terminale d'aucun arc.

3) (X,U) ne contient pas de circuits.

Graphe connexe et sans cycles.
Couple (x,y) avec y € T*x pour un graphe (X, T").

Ensemble de deux éléments x et y tels gue (x,y) ou (y,x)

est un arc¢ du graphe.

x est un point dfarticulation sl le sous~graphe obtenu

en supprimant x n'est pas connexe.

Une chaine est une séquence d'arétes (u,4u ), chaque

2'.00

aréte u,_ etant rattachée a u 4 par une de ses extremités,

k k

et a u _ q Par l'autre.
Une chaine est simple si les arétes utilisées sont toutes

différentes, elle est composée dans le cas contraire.

Sequence (u1,u2,...) d'arcs telle que l'extrémité termina-
le de chaque arc coincide avec l'extremité initiale du
sulvant.

Une chemin est simple s'il n'utilise pas deux fois le méme

arc, et composé dans le cas contraire.

Cycle avec tous les arcs orientés dans le sens d'un par-

cours.

Cocycle tel que les arcs sont tous incidents extérieurement

ou tous intérieurement au sous-ensemble qui le définit.

Ensemble des arcs incidents intérieurement et extéerieure-

ment a un sous-ensemble de sommets A d'un graphe.

Soit un graphe (X,T), a € X, C L'ensemble des sommets re-
liés a a par une chafne., Le sous-graphe engendré par Ca est

une composante connexe eu composante de (X, T").

d'un graphe simple (X,Y,T") est un ensemble d'arcs W tel que
deux arcs quelconques de W ne solent pas adjacents; si un

couple e fait correspondre d'une fagon biunivoque un ensem-
ble A < X et un ensemble B CY, on dit aussi que l'on couple

l'ensemble A sur l'ensemble B, ou que 1l'on couple A dans Y.




Incident:

Graphe:

Multi-graphe:

t—cocxcle:

t-cIcle:

Séquence d'arcs telle que:

1) tout arc de la séquence est relié au précédent par une
de ses extrémités et au suivant par 1'autre extrémité.

2) 1la séquence n'utilise pas deux fois le méme arc.

3) le sommet initial et je sommet terminal de la séquence

coincident.

Un ensemble dlarcs est dit incident extérieurement (inté-~
rieurement) A un sous-ensemble A C X de (X,T") si chacun
de ces arcs a son extremité initiale (terminale) dans A et

1tautre dans X-Ao

a) (X,U) est défini par un ensemble X et un sous-ensemble
U des couples ordonnés X X X.

b) (X,T) est defini par un ensemble X et une application
multivoque T de X dans lui-méme. ‘

¢) Antisymétrique: (X,U) est tel que (x,y) € U=>(y,x)ETV.

d) Connexe: il existe une chaine reliant deux points quel~
conques de (X,U).

e) Partiel: (X,V) est un graphe partiel de (X,U) si V C U,

f) Sous-graphe: (Y,Uy) est un sous-graphe de (x,U) 81 YCX
et Uy est l'ensemble des arcs ou ne figurent pas de som-
mets de X-Y.

g) Simple: (X,T°) est tel que X peut etre partitionné en
deux sous-ensembles Y et Z tels que1ﬂ est une applica-
tion de Y dans Z et de Z dans Y.

h) Symétrique: (X,U) est tel que (x,y) € U=>(y,x) &U.

Contrairement aux graphes, i1l peut y avoir dans un multi-
graphe plusieurs aretes distinctes reliant le méme couple

de sommets.
Réunion de cocycles disjoints.

Réunion de cycles disjoints.




b
4 » L'UNIMODULARITE TOTALE ET LA PROPRIETE DE DANTZIG

On trouvera les notlons sur lesquelles ce chaplitre repose dans le cha-

pitre 15 de {2].

1.1 RESUME

Nous allons grouper dans ce chapitre les principaux résultats recueillis
dans [2)(3)(4) (21 , etc...
Le lien évident qui existe entre les matrices de Dantzig et les matrices to-
talement unimodulaires nous permet de ramener le probleme de savoir si une
matrice est une matrice de Dantzig (ou D-matrice) 4 celuil de savoir si une
matrice donnée est une totalement unimodulaire (ou E-matrice). Probléme que

nous discutons au chapitre II.

1.2 MATRICES ET POLYEDRES DONT LES SOMMETS ONT DES COCRDONNEES ENTIERES

1.2.1 On considére un systéme d'équations et d'inégalites linéaires:
(1 Ax=b,x>0

ou la matrice A a coefficients réels a r 1lignes, k colonnes et un rang
inférieur & k . Si le domaine des solutions est non vide et borné, c¢'est

un polyédre convexe dans un espace vectoriel de dimension k . Une solution
basique est un point x* dont lgs coordonnées non nulles sont coefficients de
vecteurs linéairement indépendants. On sait qu'une forme linéaire d'un vec-
teur du domaine a sa valeur extréme en un sommet ou en chaque point de 1'en~
veloppe convexe d'un ensemble de sommets.

De nombreux problémes combinatoires trouvent une formulation en termes de
programmes linéaires dont on recherche les solutions a coordonnées entiéres
(40). M. R.Fortet [27] a montré a ce propos que 1l'ensemble des solutionas d'une
équation Booléenne est aussl 1l'ensemble des points de coordonnées entiéres
d'un polyédre.

L'&tude des matrices A telles que (1) dé&finit un polyédre dont les sommets
sont a coordonnées entiéres est donc important. I.Heller étudie la classe des

matrices A ayant la propriété: pour tout b tel que A x = b a une solution

entiére, tcutes les solutions basiques de A x = b sont entiéres. Une matrice




A qui posseéde cette propriété sera appelée D-matrice. Si A est une D-Matri-

ce, on a:

I - 3i une colonne de A est une combinaison linéaire d'un ensemble de colon~

nes indépendantes de A, les coefficients de la combinaison sont entiers.

II - La propriété de Dantzig:

S$i une colonne de A est une combinaison linéaire d'un ensemble de golon-

nes indépendants de A, alors les coefficients de la combinalson sont

1, =1 _ou O,

Exemple de D-matrice: 1/2 1/2 0

1/2 5/2 2

III L'image de A par une transformation linéaire réguliére est une D-matrice.

v T:{xioxj} (L1 £33 1,3=0,1, veo , 1)

- X sont linéairement indépendants,

ou X, est le vecteur nul, et Xyq oo

est une D-matrice.

V -~ Les arétes (c'est-d~-dire, des faces de dimension 1, prises dans les deux

orientations et considérées comme vecteurs) d'un simplexe sont les colon-

nes 4'une D-matrice.

1.2.2. = A.J.Hoffman et J.B.Kruskall {%1] d'autre part définissent une classs
de matrices qul, on s'en apercevra immédiatement, est contenue dans la classe

des D-matrices. Il s'agit des matrices A entieéres telles que chaque polyédre
(2) Q(b; b'; ¢35 ¢') = (x|b € Ax g b' et c < x g €'),

8’il =8t non vide, a tous ses sommets avec coordonnées entiéres, et ce pour
tout systeme de vecteurs b, b', ¢, ¢' de coordonnées entiéres.

Une telle matrice A est caractérisée par le fait que chaque mineur de A vaut
+1, =1, 0. Ces matrices sont appelées E-matrices ou matrices totalement uni-
modulalres. Rappelons qu'un sommet du polyédre Q(b; b'; ¢; c’) est un point

x* € Q(b; b*; ¢, ¢') dont les coordonnées non nulles sont coefficients d'un




systeme maximum de vesteurs linéairement indépendants.

1.3 D=-MATRICES ET MATRICES COCYCLOMATIQUES

I.Heller observe que une base parmi les arétes d'un simplexe emt un arbre,
si 1'on transforme T (IV) par l'inverse de cette base, on obtient une matrice
cocyclomatique normale. Une matrice est normale si elle contient une matrice
unité d'ordre égal au nombre de ses lignes. Une matrice cocyclomatique est une
matrice dont les lignes forment une base de u-cocycles d'un graphe (chapitre
II). Une matrice normale est de la forme [I,A} od I est une matrice unité.

Un u-cocycle est un vecteur de composantes +1, -1, O appartenant & l'espace
vectoriel engendré par les vecteurs-lignes de la matrice d'incidence (2u sens
de C.Berge [2] » 15) d'un graphe. 5i Xys ove WX sont dans IV les vedteurs uni-
tés, T = {xi-xj} i (L 4 3; 3=0, 1, eee ,r) devient une matrice d'incidence
ayant une ligne supprimée, d'un graphe complet symétrique de r+1 sommetls. T

est alors appelée par Heller représentation canonique de la classe de toutes
les D-matrices obtenues a partir de T par transformation linéaire réguliére.

I1 est clair que cette classe est la classe de toutes les bases de l'espace
vectoriel des tensions [1) d'un graphe complet symétrique. 9:(91,92,...,9r)

est une tension, si pour tout cycle élémentaire /4, on a:

(3) PN 8,

}_j 6, =0
1e M 1

ie p”
y et " désignent respectivement les arcs orientés dans le sens du parcours
A ?

et ceux orientés en sens inverse du parcours. (voir Chapitre II). On & donc:

VI - Une matrice cocyclomatique est une D-matrice.

Puisqu'une matrice cocyclomatique est toujours une sous-matrice d'une matrice
cocyclomatique d'un graphe complet symétrique (simplexe).

I.Heller remarque aprés les auteurs de [39] que la transformation d'une matrice
cocyclometique normale en une autre (du méme graphe) est évidemment unimodulaire.

En effet une matrice cocyclomatique normale contient toujours une matrice uni-

té et puisque c'est une D-matrice, chaque déterminant d'ordre r vaut g, -q ou




0 donc 1, =1 ou O. Mais alors, tout déterminant extrait d'une matrice co-
cyclomatique normale vaut 1, =1 ou O puisqu'il donnera sa valeur a& un dé-

terminant d'ordre r le contenant et contenant des vecteurs unités. Donc

VII Une matrice cocyclomatique normale est totalement unimodulaire.

A.J.Hoffman et J.B.Kruskal remarquent &également, comme annoncé en 1.2.2.

VIII Une matrice totalement unimodulaire est une D-matrice.

Soit [I,A) une matrice cocyclomatique d'un graphe, on sait ( (3] , [26] ),
qu'une matrice oyclomatique normale ( [2] , chapitre 15), est nécessaire-

ment de la forme [A', -I] , ou A' est la transposée de A, d'ou

IX Une matrice cyclomatique normale est totslement unimodulaire.

et par conséquent toute base de l'espace vectoriel des flots d'un graphe
est une D-matrice. Pour simplifier disons ici qu'un flot est un &lément
de l'espace vectoriel orthogonal a celui des tensions, le chapitre II

8'étendra plus longuement sur ce sujet.

Bien que, a notre connaissance, les D-matrices mentionnées dans la litté-
rature sont des matrices de flots ou de tensions nous verrons (Chapitre

k) qu'il en existe d'autres.

Les résultats VII, VIII et IX sont implicites a I.Heller, 1957 () . 11s

sont donnés également dans [26] .

1.4 E-MATRICES ET CHAINES D'UN ARBRE

Si on appelle u-chaine d'un arbre antisymétrique un vecteur ¢ qui a

pour composantes 1, -1 ou O, il correspond & une chaine 'Y, c = (01,....cm)

1ey =3 ¢ =1
W) {1ey = o = -1

i¢')f ==>cizo




+ -
7 et g sont respectivement les arcs parcourus dans le sens de l'orien-
tation et dans le sens opposé lorsque 1'on parcourt la chaine d'une extré-

mité & l'autre. ¢ est donc défini au signe prés.

1.4.1 - Résultats connus

En tenant compte des propriétés d'une matrice cyclomatique normale

-~

données en [2] , chapitre 15, on peut énoncer X :

X L'ensemble des u~chalnes d'un arbre forme une matrice totalement unimodu=-

laire.
Les auteurs de [40} donnent (théoréme 5)

XI Soit A = (a,.) une matrice de coefficients O, +1 et ~1; pour deux vec-

iJ
teurs-lignes ai et aj, on_posera a, > aJ lorsque chague coefficient

non nul a, de a, est égal au coefficient a

Ik J

colonne; la matrice A est totalement unimodulaire lorsque 1'on a:

ik de ay qul est sur la meme

(5) 8y T 8y A 0 = a; > ay ou ag> ay
— ( - -
(6) a4y =8y ¥ 0 == ay > a ou ay > -a,

On démontre aisément que > est une relation de préordre associée a une fa-
mille d'arborescences H définie sur 1'ensemble des lignes de A. On obtient
Hx en adjoignant & H un arc incident intérieurement & chaque racine, 1l
existe alors une correspondance biunivoque entre les arcs de H* et leur

. e x
extrémités terminales. Les colonnes de A sont alors des u-chaines de H .

1.4.2 - Montrons qu'une classe de E-matrices définie par A.J.Hoffman et
J.B.Kruskal est contenue dans las classe des sous-matrices cyclomatiques,
c'est a4 dire, dont les lignes représentent des chaines d'arbre. Cette classe
de matrice est d&finle au moyen d'un graphe (X,U) dit "alterng"” qui a la
propriétés

Tout cycle = autant d'arcs orientés dans le sens du parcours que dans

le sens opposé, de plus les arcs se présentent alternativement dans
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1'un et l'autre sens lorsque 1'on parcourt le cycle. On dira que tous
les cycles sont altermes, jls sont nécessalrement de longueur pairee.

A chaque chemin élémentaire M= Cxi g ees v Xy ] de (X,U) correspond un
1 k

vecteur v, = (v, (x.)y eee o ¥ (x)) ot
1 n

= (K -
x, € — (x,) =1
(7 x,€ X A Yo
xj¢/u===gv/u_(xj)=0 .

et |X) =n .
A un ensemble M de chemins correspond une matrice A dont les lignes sont

U v °
MEM
Nous allons construire un graphe (c,t(X)) tel que

1) l'ensembléﬂk)des arcs est 1'ensemble des sommets de (X,U)
2) (¢,T(X)) est un arbre ou une femille d'arbres
3) & M= (x11 y eoe 9 X4 T chemin de (X,U), correspond un chemin T(W

1 k
de (C,T(X)), avec

(8) 1s3sk, 'C1(xi ) = 'Co(xi )
3 , J+1
to(xi) atant 1l'extrémité initiale de l'ardﬁxg de (YXO3; E1(x1) son extré-

mité terminale, ce qui démontrera notre proposition.

a. Chaque sommet x de (X,U) tel gue I'x £ 0 et S 'x £ 8 est un point

d'articulation.

Soit en effet a € flx et bef’_1x. s'il existait une chaine reliant
a et b et ne paasant pas par X 11 passerait par b,X,a8, un cycle non alter-

né, ce qui est sbsurde.

b. "Séparons" (X,U) de toutes les maniéres possibles en dédoublant les

points d'articulation.

b 4 x?! x" :
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On obtient un nouveay graphe (Y,U) tel que x € Y -ﬁ;}"x =08 ou /Ty, g.

Si]-,= : =
x=#, xe !1 sinon x € YZ' Y1lJ YZ Y

d. 8i nous "fusionnons" les composantes connexes en confondant deux & deux
les couples de sommeta par 1'opération inverse de 1l'opération b, nous
obtenons un graphe (X,V), UC vy avec tous ses cycles alternés (nous
allons le montrer) et tel que A est un chemin de (X.U)aaaP/L est un. che-
min de (X,V), Dans chaque sous-graphe de (X,V), définit par une composan-
te connexe de (Y,V), 11 n'y a que des cycles alternés. I1 ne peut exister
d'autre part un cycle utilisant des arétes de sous-graphes définis par
des composantes connexes différentes de (Y,V), car cela signifierait qu'il

existe dans (X,V) un cycle utilisant un point d'articulation.

e. Définissons un graphe (C U B, tx(Y)).

C est 1'ensemble des composantes connexes de (Y,V), Si x ¢ cjs 4 € C
Ix = 2 T{x) sera dans  T(Y) un arc adjacent extérieurement a ¢, si
}"-1x = g, &) sera un arc adjacent intérieurement 3 Cy- Les sommets
C:(x') et Tg(y“) seront confondus respectivement avec C;(x") et
r:(y'). ils forment 1'ensemble B,

x' et x", y' et y" é&tant les couples de sommets obtenus par dedou~
blement des points d'articulation x et y de X .

Puisque T (x') et l'k(x") sont adjacents en un sommet de degré 2,

on définit un nouveau Eraphe en confondant ces deux arétes et ce pour

tout x , point d'articulation de (X,U). On obtient ainsi (c,t(x)) .

f. 1 - A chaque composante connexe de (X,U) correspond une composante con-

nexe de (C,z(X)).

2 - Montrons qu'une composante connexe de (C,T(X)) est dans cycles.

Supposons qu'il existe un cycle = [C1(xi13v---- to(x11)' 35(111)33
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a ¥ correspond dans (Y,V) une séquence de composantes connexes
[b(1,xi),...,c(0,xi1), c(1,xi1)] telles que deux composantes consécutives
ont un sommet commun dans (X,V). A trois composantes consécutives corres-
pondent donc deux sommets de X reliés par un arc de V. A 1» correspond donc
un cycle de (X,V) non alterné, ce qui est absurde.

2) eat démontrée.

Pour démontrer 3) il suffit d'observer que si M= [111,..;.xik] est un che-
min de (X,V), 'C(/A) c('Co(xi1),.,., t1(xik)] est un chemin de (C, T(X)).

Réciproquement on peut démontrer que le graphe adjoint d'un arbre peut étre

orienté de fagon A &tre un graphe alterné.

1.5 D-MATRICES MAXIMALES

Nous parlerons d'un D-ensemble, 11 s'agit de l'ensemble des colonnes
d'une D-matrice.

1.5.1. I.Heller [4] donne alors les théorémes:

XII -~ Un ensemble T composé des arétes d'un simplexe est un D-ensemble qul

est maximal pour sa dimension (dans le sens gqu'il n'y a pas de D-en~

sembles de la méme dimension contenant strictement T).

XIII - Soit D un D-ensemble, b un vecteur qul n'est pas dans D, et C l'union

de D et de {b} . Alors C est un D-encemble si et seulement si les

coordonnées de b relativement a chague base de D sont 0, +1, -1.

1.5.2. Ce dernier théoréme permet & I-Heller de construire 1l'exemple:

11, 12, 13, 14 sont des vecteurs linéairement indépendants

(9) A = {t 1o 21, ¢ 13, + 1, 1(11 1, 1,4 1,), & (11 + 12) + (12 + 13),

s (ye1) e s 1)}

A, montre-t-il est un D-ensemble maximal qui n'est pas 1l'ensemble des arétes
d'un simplexe. On vérifie cependant que si 11""’1# sont des vecteurs uni-

tés, A est une matrice cocyclomatique du graphe non planaire de base homogéne
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de degrée 3 de Kuratowski. A.J.Hoffman remarque [40] que ses lignes sont
celles d'un graphe alterna.

Nous allons voir que Heller démontre que la condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'un D-ensemble ait n(n+1) éléments est qu'il comporte les
arétes d'un simplexe.

Les deux plus récentes publications de Tutte [24] et [25) sur ce sujet (ou
précisément les graphes de Kuratowski jouent un rdle fondamental) nous per-
mettront au Chapitre IV de donner un peu plus de lumiére sur ce sujet sans

pouvolr répondre & la question pendante de I.Heller:

145.3 - Déterminer, pour chaque dimension n, un ensemble complet (évidemment

finil) de représentants D, DZ’ eve 4 Dy (k = k(n)) de D-ensembles maximaux,
dans le sens que
(1) deux Di distincts ne sont pas liés-par une transformation
linéaire;
(2) chaque D-ensemble maximal de dimension n est 1'image d'un

Di par une transformation linéaire.

Nous pouvons cependanf constater que si une D-matrice dont les lignes forment
une base de tension d'un graphe est maximale, ce graphe est homogéne de degré
3. Cette condition n'est pas suffisante puisqu’il existe des graphes planai-
res homogénes de degré 3. Leurs matrices cyclomatiques sont cocyclomatiques

du graphe dual, elles ne sont pas maximales puisqu'on peut compléter le graphse

dual.
1.5.4. ~ I.Heller donne les théoremes suivants sur les D-matrices maximales.

XIV - Un D-ensemble de dimension n contient au plus n(n+1) &léments, (sans

le vecteur nul); c'est & dire, s'il contient n(n+1) éléments, il est

maximal.

XV - Si un D-ensemble de dimension n contient n{n+1) &léments, (sans le

vecteur nul), alors D est l'ensemble des arétes d'un n - simplexse.

It utilise le théoréme:
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XVI - L'image D' d'un D-ensemble par une projection le long d4'un sous-

espace cngendre par des vecteurs de D est un D-ensemble.

1,6 -~ UNE NOUVELLE DEFINITION DES D-MATRICES

A.J.Hoffman observe qu'il est presque équivalent de parler de D-ma-
trices ou de E-matrices (matrices totalement unimodulaires) puisque une D=
matrice qui comporte une matrice unité d'ordre maximum est une E-matrice.
Cela signifie que &tant donné une D-matrice D, on la transforme en une E-
matrice en la multipliant & gauche par l'inverse d'une matrice carrée régu-

liére extraite de D. Cela implique:

XVII- Si A _est une E-matrice carrée non singuliére, A”1 1'est aussi.

(Cederbaum) [14]
Si A est une E-matrice, [A,I] 1'est aussi et par conséaquent A {A,1] ou

1] , C'est a dire Pl

[1,A7
Tutte [23] et Seshu (rapporte Reed) parlent d'une classe de matrices que

nous allons identifier a celle des D-matrices.

Un vecteur v d'un sous-espace vectoriel V est dit &lémentaire s'il n'est pas
nul et 8'1il n'existe pas un autre vecteur de V dont 1l'ensemble des composan~
tes non nulles est strictement contenu dans celui de v.

Solt CV la classe des vecteurs d'un espace vectorlel considéré contenant v
ayant le meme ensemble de composantes non nulles que v.

50it V un sous~espace vectoriel de R®.

Une matrice A de coefficients entiers dont les lignes engendrent V est une

Dematrice si et seulement si pour tout vecteur élémentaire v de V, Cv con-

tient un vecteur de composantes +1, =1 ou O,

1. La c¢oundition est néecessaire,
Seshu démontre en effet gutune matrice normale satisfaisant 1l'hypothése est
une E-matrice, (Une matrice est normale si elle contient une matrice uunité.

d'ordre égal au nombre de ses lignes). Si A a r lignes, k colonnes et est




de rang r, la propriété de 1l'hypothése n'etant pas modifiée par une trans-
formation linéaire, B.A. garde cette propriété; B étant l'inverse d'une
matrice k x k extraite de A. Mais alors B.,A étant une E-matrice, c'est une
D-matrice, donc B"(B.A) est une D-matrice. Si A est de rang p ¢r on ex-
trait de A un sous-ensemble C de p lignes linéairement indépendantes(C
désignera également la matrice ainsi formee). C est une D-matrice; donc
tous les déterminants p x p non nuls extraits de C valent + q. A est alors

une D-matrice, en vertu de la définition d'une D-matrice(}t).

2. La conditlon est suffisante.

S5'il existe une D-matrice, donc une E-matrice, dont les lignes engendrent
V, sous-espace vectoriel de Rm. noua appellerons V un u-espace vectoriel.
I1 est clair que l'espace orthogonal supplémentaire de V est alors également
un u-espace. Tout vecteur v de V est donc orthogonal aux lignes d'une D-ma~

trice D, base de l'espace orthogonal a V. Donc

(10) Dwv =0

Soit D* les colonnes de D qui ont pour coefficients les composantes non
nulles de v. Si v est &lémentaire, D™ &tant une D-matrice, 11 existe une
combinaison linéaire nulle des colonnes de p*X ayant pour coefficients +1 et
-1+ ceq.f.d.

‘Nous verrons au Chapitre III le rdle fondamental joué par les vecteurs élé-
mentaires de composantes +1, -1, G dans une géneralisation a la fois du
théoréme de AoJ.Hoffman [40) , et des théorémes de A.J.Hoffman et B.Roy sur
1l'existence respectivement d'un flot et d'une tension dans un réseau. Nous
montrerons d'autre part dans le Chapitre II, comment la notion de vecteur
élémentaire d'un u-espace généralise celle de cycle élémentaire et cocycle

elementaire.







CHAPITRE II

CARACTERISATION DES E-MATRICES CONDUISANT A UNE PRESENTATION UNIQUE DES

PROPRIETES DE CYCLES ET DE COCYCLES
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201 ESPACES VECTORIELS DES CYCLES ET COCYCLES D'UN GRAPHE

211 Introduction

Un sous-graphe partiel est defini par l'ensemble de ses arcs, donc
par un vecteur binaire de m composantes, sl m est le nombre d'arcs du
graphe, chaque composante égale a 1 du vecteur, désignant un arc apparte-
nant 4 ce sous-graphe partiel., En particulier, l'ensemble des arcs d'un
cycle ou d'un cocycle est représenté par un vecteur binaire, appelé B-cycle
ou B-cocycle, On montre d'une maniére différente de Gould([16] et [17]) que
l'ensemble des B-cycles muni de la somme modulo 2 et du champ de galois
de deux éléments comme corps d'opérateurs est un espace vectoriel, moyen-
nant une définition convenable d'un cycle. De méme l'ensemble des B-cocycles
est un espace vectoriel, Cette démonstration est basee sur 1l'étude de 1'homo=-
morphisme de l'ensemble des matrices totalement unimodulaires sur 1l'ensem-

ble des matrices binaires.

2.2 DEFINITIONS ET RAPPELS

2,2.1 Graphe
Un graphe G est défini par un ensemble X de somﬁets, noteés L STEERRE Y

et par un ensemble U d‘arcs, notés 1,...,m. Entre deux sommets Xy et xj.

il pourra exister plusieurs arcs allant du premier au second; on les notera

alors: (xi, xj), (xi, xj)' etc.

Nous avons utilisé les définitions classiques de la théorie des multigraphes

données par C.Berge dans [2] , celle defcycles et delcocycles est un peu

différente de [1] et [2] .

2.20,2 t=Cycle et t=cocycle

2.2.2.17 Un t-cycle /; d'un graphe est sous-graphe partiel de ce graphe,

chague composante connexe est une séquence d'arcs telle que:

1) tout arc de la séquence est relié au précédent par une de ses extrémités

et au suivant par l'autre extrémité.

2) La séquence n'utilise pas deux fois le méme arc.
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3) Le sommet initial et le sommet terminal de la séquence coincident.
Rappelons que l'on appelle cycle un sous-graphe partiel connexe satisfai-
sant 1), 2) et 3). Un t-cycle est &lémentaire s'il n'utilise pas deux fois
le méme sommet. Nous parlerons d'une fagon générale de t-cycle, méme s'il
est connexe.

Cette définition implique pour chaque composante connexe la possibilité
d'un parcours.

fi+ désigne l'ensemble des arcs de /xorientés dans le sens du parcours, /j'
celui de tous les autres arcs du cycle. /A=9u1,...,/um) désigne un vecteur-

cycle ou u-cycle de composante générale:

si 1¢ pm

(1) M= 8i 1 € /A.L+ 51 /u' est vide Mest un t-circuit.

si iélu-

2.2.2.2 - 81 A est un ensemble de sommets, wW(A) désigne l'ensemble d'arcs
incidents & A, @'(A) celui des arcs incidents vers l'extérieur, et w (A)
celui des arcs incidents vers l'intérieur. [2]

@ désigne un t-cocycle, c'est & dire un ensemble d'arcs de la forme w(4),
(W (X-A)), partitionnés en w'(A) et ® (A), (( W (X-A) et w (X-A)); 41
est dit élémentaire, s'il relie deux sous-graphes connexes d'une composante
connexe du graphe.
La réunion de t-cocycles élémentaires disjoints est un t-cocycle. Donc si
w(Aj), j=1,4..,k , sont des t-cocycles disjoints, E} w(Aj) est une t-

3=1
cocycle. Il est appelée t-cocircuit, si tous %es arcs sont orientés dans le

méme sens.
W = (g%,...,oom) désigne un vecteur appelé vecteur-cocycle ou u-cocycle,

de composantes
si (V) : 1¢ @(ag)

si (33) : 1ew(ay)

si (3J3) : 1ed5(A))
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Un t-cocycle (un t-cycle) peut admettre différentes décompositions en
t-cocycles &lémentaires (cycles &lémentaires), il est clair qu'a toute
décomposition en k t-cocycles élémentaires (k t-cycles é&lémentaires) cor-
respond ok u-cocycles (Zk u-cycles) puisquii chaque t-cocycle &lémentaire

(t-cycle &lémentaire) correspondent deux vecteurs de signes opposes.

figure 1

Remarquons que la suppression des
arcs d'un t-cocycle d'un graphe
connexe peut déterminer plus de

deux composantes connexes.

Le graphe partiel {7,8,10,11,3,13,5.6} n'est pas & la fois un t-cocycle
) {ensemble d'arcs indicents & {x5.x6,x7,xé}) s et un t-cycle /A, car
8l 1'ensemble d‘arcs est le meéme dans et Mo la partition est différente
car

/u.

oY

(0,0,1,0,41,=1,41,~1,0,=1,~1,0,+1)

1

#

{(0,0,+1,0,«1,=1,=1,~1,0,4+1,~1,0,+1)

2s223 Reprenons les résultats donnés dans [1] :

Proposition 1. Solt G un graphe avec n sommets, m arcs, p composantes con-

m
nexes; les u-~cycles engendrent dans R un sous~espace vectorlel de dimen-
3 Y g b

slon k(G)=m-n+p; les u~cocycles engendrent un sous-espace vectoriel de di-

mension 1{G)=n-p.

Proposition II. Solt G un graphe connexe, H un arbre partiel de G; si 1 est

un arc de G ne figurant pas dans H, son adjonction a H détermine un t-cycle

i L4 e ,
}; , et les differents u-cycles /f. constituent une base de u-~cycles inde-

pendants.

Proposition III. Soit G=(X,U) un graphe connexe, H=(X,V) un arbre, F=(X,U-V)

son complémentaire {(aussi appelé "co-arbre"); si i est un arc ne figurant
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pas _dans F, son adjonction & F determine un t-cocycle a;, et les diffé-

i . .
rents u-cocycles w constituent une base de u-cocycles independants.

Proposition JV. . Si G est un graphe sans t-circuits, il admet une base de

1(G)=n~p u~-cocircuits indépendants.

Proposition V. Si G est un graphe fortement connexe, 11 admet une base de

k(G)=m-n+p u-circuits indépendants.

Remarquons que les é&noncés restent valables malgré 1l'extension que nous

avons donné a la définition de cycle et cocycle,

Dans l'étude que nous poursuivons, nous désirons trouver la distinction
entre les vecteurs du sous-espace vectoriel de R" engendrés par une base de
u-cycles qui sont des u-cycles, et les autres. De méme pour les u~cocycles.

Reprenons les définitions [1]) de:

2.2.4 FLOT ET TENSION

S sera soit l'ensemble des réels R, soit l'ensemble des entiers Z.
Soit G un graphe, dont les arcs sont numérotés 1, 2,...,m; un flot est un
vecteur @=( Prr Poreees q?m), tel que
1) pour tout i ¢ m, on a ¢i € S, et le nombre ¢G_est appele le flux dans
l'arc 1,
2) pour tout sommet x, la somme algébrique des flux dans les arcs entrant
dans x, est égale 4 la somme algébrique des flux dans les arcs sortant

de x, en d'autres termes, on a:

(3) bM @1 - > (Pi(x € Xx)

1€ w (%) i€ c(x)

m
Une tension (ou différence de potentiel) est un vecteur 6 = (81,0..,9m) €S

tel que pour tout t-cycle élémentaire f&y on ait:

(%) e, - 6, = 0
13:/;.*’ 1 2 - &
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Théoréme I:

Soit G=(X,U) un graphe connexe sans arétes multiples, H=(X,V) un arbre par-

tiel, 1,2,604.k les arcs de U~V, /ﬂ,‘p?,...,/uk les t-cycles correspondants

(cf. proposition II) avec pour sens positif celui de leur arc de fermeture.

Un flot P =( (PfJ CPF_“"" QJm) est déefini d'une facgon unique par ses valeurs

sur les arcs de U~V au moyen de la formule:

(5) @ = @, /41 + @, /12 +oeoe + @ /uk

Corollaire:

La condition nécessaire et suffidante pour qu'un vecteur (¢ soit un flot,

. , 1 2 k.
est qu'il soit de la forme: @= By M 48, M+ oe. t B M oi

By By eve v B E S et ou /u1, /“2' cee ,/Ak sont des t-cycles é&lémen-

taires.

Théoreme I1:

La condition necessaire et suffisante pour qu'un vecteur ¢ soit un flot

de " (composantes 3 0) est qu'il soit de la forme:

1 2 k
(6) (P=B1}A+52/4 +oees +B M

. . 1 2 k
ou 8., 32,...,sk€ S, Bay 82,...,sk>, 0 et ou M v vesesy M sont

deg t-circults,

Théoréme III:

———.

n vecteur € = (ST, 92,...,9m) est une tension si et seulement s'il existe

une fonction t(a) définie sur l'ensemble X des sommets, et a valeur dans S,

telle que pour tout arc i on ait: Gi=t (extréemite initiale de l'arc i) - t

(extrémité ferminale de l'arc i).

La fonction t(a) s'appelle le potentiel.




Thaoréme IV:

Soit G=(X,U) un graphe connexe, H=(X,V) un arbre partiel, 1,2,..., les

arcs de cet arbre, uﬂ, u?,...,a:l les t-cocycles correspondants (cf.

proposition I1I1), avec pour sens positif celui de leur arc de fermeturc,

Une tension 9:(91,...,9m) est definie d'une fagon unique par ses valeurs

sur les arcs de 1l'arbre au moyen de la formule:

1
7 = QO 4+ w + + w
( ) e 91 62 * o e 91

LEMME DES ARCS COLORES:

S0it G un graphe, dont les arcs sont colorés, solt en rouge, soit en vert,

soit en noir, et supposons l'arc i=1 en noir. On a une, et une seulement,

des alternatives suivantes: 1) il passe par 1l'arc 1 un t-cycle élémentaire

uniquement rouge et noir, avec tous les arcs noirs orientés dans le méme

sens. 2) Il passe par l'arc 1 un t-cocycle élémentaire uniquement vert et

noir, avec tous les arcs noirs orientées dans le méme sense.

Théoreéme V:

La condition nécessaire et suffisante pour que 6 € @' (ensemble des tensions

de composantes 2> 0) est qu'il soit de la forme:

a 2 k
w ® 90
(8) & = s, +8,W + + 8, @

2

b -~ 1 k
ou 8,, 52,.“,3}:6 5, 51’82""’31:)’0’ et oU W ,W ,,..,wW gont des

t-cocircults élémentaires.

2.2.5 ESPACE VECTORIEL B".

Les espaces vectoriels (ou modules selon que l'on considere R" ou
Zm) des flots et tensions paraissent étre un outil insuffisant pour étudier
les t-cycles et twcocycles proprement dits au moyen des u~cycles et u-cocy-

P m
cles qur sont des éléments de R, mais ne forment pas de sous-espaces vecto-
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riels de R". Nous montrerons que un vecteur de qp dont les composantes sont
+1, =1 ou O est un u~cycle, un vecteur de (¥ dont les composantes sont +1,

-1 ou O un u-cocycle.

Introduisons B,le champ de Galois de deux éléments)et le groupe 8" du pro-
duit cartésien de m ensembles isomorphes a B, On sait [?7] que l'extension de
la somme modulo 2 & tout couple d'éléments de B" définit un groupe et que la

loi de composition externe X

* € B,(a,) e g"

(9 xX(a,), £ig¢n ? i’1¢14&m

\<15n=(°(xai)1
définit sur B™ une structure d'espace vectoriel. On sait d'autre part que
1l'extension de 1l'homomorphisme de l'anneau Z sur le corps quotient (Z/p)

(p premier) & 2™ définit un homomorphisme du Z-module z® sur le (Z/p)-module
(z/p)™ (qui est un espéce vectoriel). Ceci nous intéresse pour p=2,

On considerera également 1l'extension de l'application % —»(Z/2) & 1'ensemble
des matrices. Si A est une matrice, A sera son image, si a est un vecteur, a
sera son image atc... La somme modulc 2 sera ecrite + le produit modulo 2
sera noté comme le produit habituel aussi bien pour les scalaires que pour

les matrices. Rappelons qu'une forme linéaire est une application univoque

g €S de B® dans B telle que

(9) (2, b,€BY) Ja t+2]=ora)+ <lr]
(10) (X € B, a€B™ Jlxa) =x3[al

On en déduit:

(11) d[gg =0
car
(12) 0=x+x
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On déefinit la loi de composition T sur g:; par =
(1) (S1,d, € Z) (@aedM : (d,7d,) [a]=%, (a)+ F,(a)
et la loi externe X du corps B sur §_. par
(15) (d €L ) (xeB): (XXJ) [a]= I[xa]

lois qui définissent sur 2. une structure d'espace vectoriel. L'élément in-

verse de o pour la loi T est I car
(16) (81d) [p]=[r]+dlpl=0

et 1'application qui transforme tout é&lément de B” en 1'élément nul de B est

1'é1ément neutre de 2. . Si (€ _Z:_) et (b€ "), d est orthogonal a b si

(17) Sb = 0

On sait aussi que l'ensemble des formes linéaires orthogonales & un sous-es~
pace de B™ de dimension r est un sous-espace vectoriel de dimension m-r.

On sait de plus que 1l'on peut définir une application biunivoque de _2_3_ dans
m . PN P m
B~ qui permet une représentation commode de & au moyen des elements de B

eux-mémes. Soit A une base de B" d'éléments Aivecesh .

mo
(18) (x €EBN =3 x= 3° x, A
- - i=1 =
si x, sont les composantes de x relatives a A.
=t
(19) dlzl= £° x; <4,]
i=1

L'image de x par d peut donc étre calculée lorsqu'on connait les images des
éléments d'une base de B". On peut donc identifier & au vecteur de B™ dont
les composantes sont d[é.l] . 1 ¢1ig¢m, 1l'ordre des éléments de la base

étant fixé une fois pour toutes. Remarquons qu'une représentation analogue
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dans l'espace vectoriel Euclidien permet dfobtenir un sous-espace orthogo-
nal 4 un sous-espace dont les éléments représentatifs dans cet espace Eu-
-clidien forment un ensemble disjoint de ce sous-espace. Ce ne sera pas le
cas ici car un vecteur de B™ de norme paire (somme digitale des composan-
tes égale a 0) se retrouve dans le sous-espace de B™ representant le sous-
espace orthogonal des formes linéaires. Par abus de langage au lieu de I
on parlera du vecteur de B" qui le représente, c¢'est-a-dire, pour une base
A le vecteur dont les composantes relativement a cette base sont clfgi] ’

1<€1 ¢m, et on parlera de sous-espaces vectorlels orthogonaux de B™.

2.2.5.2 =« B-CYCLES ET B~COCYCLES

B-cycles et B-cocycles sont respectivement les images des u-cy-

cles et des u~-cocycles dans 1'homomorphisme a z"— 8",

203 t-CYCLES, t-COCYCLES ET STRUCTURES ALGEBRIQUES

20:3.1 = DNous imageons par la figure ci-dessous les correspondances que

nous allons étudier.

Nous allons montrer que l'ensemble des vecteurs de " orthogonaux aux lignes

de A, homomorphe de A, matrice d'incidence de (X, /"), graphe antisymétrique,
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conutitue le sous-espace vectoriel des B-cycles de (X,7”). Pour ce, nous
moutrerons que a tout x tel que A X = O correspond au moins un flot @ ,

tel que 1'homomorphe @ de @ est égal a x, avec @i égale +1, -1 ou O,

14 1

~

¢m et qu'un tel flot est un u-cycle. Nous montrerons que le sous-
espace vectoriel de B" orthogonal au sous-espace des B-cycles est le sous-

espace vectoriel des B-cocycles.
2,3,2 -~ Toutes les propriétés découlent du théoréme:

Théoréme VI:

Urie condition nécessaire pour qu'une matrice A. soit totalement unimodulai-

. m
re est gu'a tout vecteur x de B tel que A x = O corresponde au moins un

vecteur y de composantes +1, -1, ou O tel que A y = O, et tel que 1'homo-

morphe y de y soit égal a x.

Démontrons d'abord le lemme 1.

Soit M une matrice totalement unimodulaire, M est un systéme de vecteur-

colonnes linéairement indépendants sl et seulement si M, homomorphe de M,

. .. . m
est un systeme de vecteurs-colonnes lineairement indeéependants dans B

51 le déterminant d'une matrice carrée extraite de M est différent de O,

il vaut + 1. Son homomorphe vaut donc 1; s'il vaut O, son homomorphe vaut O.
Réciproquement, si un déterminant extrait de M est pair, (homomorphe nul),
il est nul, pulsque M est totalement unimodulaire; s'il est impair, il est

nécessalrement différent de O.

Démonstration du théoréme 7:

Soit A une matrice totalement unimodulaire, ne contenant aucune colonne ega~

le a O. Supposons donc qu'il existe un vecteur t de B" # 0 tel que
(20) At=0

Supprimons dans A les colonnes correspondants aux composantes nulles de t,

soit B la matrice obtenue, B son homomorphe, on a donc




u est un vecteur de B™ dont chaque composante égale 1. Soit p un vecteur-

colonne de B et C la matrice obtenue en supprimant p de B, on a

(22)

A &tant un vecteur dont chaque composante égale 1. Extrayons de C un sys-
tome minimum de vecteur-colonnes tels que leur somme modulu 2 est égale a
po Soit D la matrice formée par ces vecteurs et E celle formée par l'ensem-

ble complémentairse,
(23) De=p

W étant un vecteur dont chaque composante égale 1. I1 est clair que D y = p

a pour seule solution y = w, sinon il existerait un plus petic sous-ensem—
ble D¥ que D tel que D* w = p. Dés lors D est un systéme de vecteur-colounnes
linéairement indépendant de B® et D est un systéme de vecteur-colonnes linéai-
rement indépendants. (Lemme).

Considérons l'équation

Si D est carrée (24) a une solution unique (Lemme) . Montrons qu'elle a une so0~-
lution unique lorsque D n'est pas carrée. D forme avec p une matrice F dont
toutes les sous-matrices carrées maximum ont un déterminant nul module 2, puis-

que p appartient au sous-espace vectoriel de B" engendré par 1és vecteur-co-

lonnes de D. Mais alors les déterminants de ces matrices sont nuls puisque

ils ne peuvent valoir que +1, =1 ou 0, et puisque D est un systéme des vec-
teur~colonnes linéairement indépendants, p appartient au sous-espace vectoriel

Euclidien engendré par les vecteur~colonnes de D, d'ou

(25) (F3yH Dy =p

x 2 '
et y est unique. Toutes les composantes de yx sont non nulles sans quol
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1'homomorphe de y* dans B™ serait différent de %, soit w* avec

*
(26) Dw =p
donc
(27) D(Ww+uWH =0

y* a ses composantes égales a +1, =1 puisque F est totalement unimodulaire.
En refaisant sur E le raisonnement falt sur B, et ainsi de suite, on trouve
qu'il existe un vecteur t, d'homomorphe t, de composantes égales & +1, =1

ou O tel que
(28) At =0

2.3.35 Théoréme VII:

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un vecteur/u g_g@ de x,7)

soit un u-cycle est que ses composantes solent égales a +1, =1 ou 0.

La condition est nécessaire par definition du t-cycle (n'emprunte pas deux
fois le méme arc) et du u-cycle.

La condition est suffisante:

Considérons chacune des composantes connexes du graphe partiel défini par
les composantes non nulles de Mo et changeons l'orienfation des arcs de
fagon & ce que /u* n'ait plus que des composantes positives ou nulles.
(X, ") devient (X, 77%). Pour chaque sommet x, a*(x) = 47(x), c'est-a-dire
que le nombre d'arcs entrants est égal au nombre d'arcs sortants, donc (2]
11 existe un circuit Eulérien; donc chaque composante connexe est un cycle
connexe de (X, I'™) et leur ensemble un t-cycle de (X, 7). /&x est une u-

circuit de (X, 7™ et/u.un u-cycle de (X, 7).

Nous appellerons t-cocycle ou t~cocircuit Eulérien un t-cocycle ou t-cocir-

cuit qui contient tous les arcs de (X,77).

2.3.,4 Théeoreme VIII:

Un graphe (%, 77) admet un t-cocircuit Eulérien si et seulement si tout




30

u-cycle a autant de composantes +1 que -1,

1. La condition est mnacessaire.

k
Soit | @(A ) un t-cocircult Eulérien. Chaque composante de son u-cocir-

cuit 3:;t 1. Puisque ce vecteur est orthogonal a chaque u-cycle, ces der~
niers ont autant de composantes &gales a +1 qu'a =1,

2. La conditlion est suffisante.

Montrons~le sur une composanfe connexe du graphe, Le vecteur doant chaque
composante vaut 1 est une tension € puisqu'il est orthogonal & une base de
cycles. Il existe donc un potentiel qui lui correspond. Ayant fixé arbi-
trairement la valeur du potentiel sur un sommet de la composante connexe,
le potentiel se trouve défini par © sur chaque sommet.[1]

On peut donc partitionner l'ensemble des sommets Y de cette composante en

classes de sommets Yt dont les potentiels valent t.

(29) (y,2)eU , ye ¥, et 2z &Y = t-h=1

donc l'ensemble des arcs reliant des sommets de Yt & des sommets de Yt—1
forment un t-cocircuit élémentaire qui sépare le graphe en deux composantes
connexes définies par les ensembles |J Y, et () Y . Soit <ﬂ(At)
&t i<t iyt
ce t-cocircuit. (J <0(At)Vun t-cocircuit Eulérien puisque chaque arc de
tez
(Y,?ZY) appartient & un ¢0(At). La réunion des t-cocircuits Eulérien des

différentes composantes connexes de (X,/”) forme un t-cocircuit Eulérien de

(x, 7).

2.%3.,%5 Théoréme IX:

Une condition nécessalre et suffisante pour gu'un vecteur @ de ® de (x,77)

soii un u-cocycle est que ses composantes soient &gales & +1, -1 ou O.

Une tension est une somme de u-cocycles elémentaires (corollaire du théo-
réme IV) sl cette tension est un u-cocycle, ces u-cocycles élémentaires
peuvent constituer une partition du cocycle.

Soit wun vecteur de ® de (X, 7") dont les composantes sont +1, =1 ou O.
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On changera l'orientation des arcs, (X,77) devient (X,7"™), de fagon que
w® n’ayant que des composantes positives ou nulles et ayant les mémes
composantes différentes de O que W soit une tension de (X,7™). Considé-
rons le graphe partiel (Y, 7™ ®) de (X, 7"™) défini par les composantes
non nulles de ", W® est orthogonal & tous les u-cycles de (X,7"x); done
de (Y,f’xxlj Chague u-cycle de (Y,77") a donc autant de composantes +1
que =1, et (Y,?"XS admet un t-cocircuit qui contient toué ses arcs. (théo~-
réme VIII).

I1 reste & démontrer que ce t-cocircuit Eulédrien |J w(A,) de (Y.fvxﬁ
est un t-cocircuit de (x,?ﬂx), Le vecteur > est Egagotentiel de (X,7’3,
donc tous les arcs de (X,/” ) n'appartenant pas a (x,77*3 joignent péces-

sairement des sommets &quipotentiels. Chaque LD(At) est donc un t-cocir-

cuit de (X, 7). c.qof.d.

2.3.,6 Théoréme X:

L'espace vectoriel de B" orthogonal aux lignes de A est l‘espace vectoriel

des B-cycles.

Le tl.iéoréme de Poincaré [2) et le thédréme I permettent de dire qua(I)est
l'ensemble des vecteurs orthogonaux aux lignes de A, matrice d'incidence
de (X,77). A un vecteur de B” orthogonal a A correspond un flot auquel il
est homomorphe, (theoreme V1), auquel correspend un t-cycle (theoréme VII).
Ce flot est donc un vecteur-cycle et le vecteur de B™ un B-cycle, Recipro-

quement un B-cycle est orthogonal & A puisque

(30) Axno—my_&zng

par 1'homomorphisme 2" —3 Bm, x ayant des coordonnées entieres.

2.3.7 Théeoreme XI:

Le pous~espace vectoriel de B" engendré par les vecteur-lignes de A, A

matrice d'incidence de (X,77), est 1'ensemble des B-cocycles de (X,77).

Soit b un &lément du sous-espace vectoriel engendré par les lignes de 4.
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b est donc la somme des vecteur-lignes correspondant a un sous-ensemble

de sommet ¥ C X. Chaque arc de (Y,7jy) sera représenté par deux compow-
santes non nulles, l'une dans le vecteur-ligne correspondant a 1% extrémi-
té initiale, l'autre a 1l'extrémité terminale de cet arc. La composante de
cet arc dans b sera donc nulle. Au contraire chaque arc incident extérieu-
rement ou intérieurement 4 Y n'apparaitra qu'une seule fois et la compo-
sante correspondante gera 1 dang b. b est donc bien l'homomorphe de w,
u-cocycle correspondant au cocycle (YY) ou de (0%’ w~cocycle correspon-
dant au te-cocycle w(X=-Y), Réciproquement, un B-cocycle appartient au sous-
espace vectorlel engendré par les lignes de A. Ce vecteur est la somme de
vecteurs correspondant aux t-cocycles élémentaires disjoints. Chague u-co-
cycle élémentaire est la somme des lignes de A correspondantes aux sommets

qui définissent le cocycle élémentaire.

Corollaire:

Le sous-espace des B-cycles orthogonal au sous-espace des B-cocycles est

homomorphe au sous-module des flots de Zmu orthogonal au sous-module des

tensions de Zmu

Cela decoule de ce qui précéde et de 1l'homomorphisme Zm-mv B,

Remarque.

Du ‘théoréme VI on peut déduire que 1'homomorphisme de %" sur B", restreint
& l'ensemble [J des vecteurs de coordonndes +1, -1 ou O, orthogonaux & une

matrice totalement unimodulaire, est une application univoque de |J sur un

sous—~espace vectoriel de Bmo

Lz relation !ﬂﬁ = &E module 2, &5. &% ey est une relation déquivea=-
lence R qul partitionne Y en classes. La loi de groupe additif au sous-
espace vectoriel de Bm, image de W , induit ane loi de groupe additif sur

1'ensemble quotient de W par R .

2.%.8 CONCLUSIONS DU § 2.3

Nous avons deux conclusions & tirer de ce qui précéde. Dfabord 1'&tude
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des t-cycles et t~cocycles d'un p-graphe est ramenée a 1'étude des vecteurs
de composantes +1, -1, O des espaces vectoriels des flots et des tensionus
respectivement.,

Le lecteur trouvera la suite logique de ce résultat dans le Chapitre I1I,
Ensuite le fait que l'existence d'espaces vectoriels de B-cycles et de B~
cocycles est expliquée par 1l'étude de l'homomorphisme modulo 2 dans les E-
matrices nous suggére d'exploiter cet homomorphisme dans la caractérisation

des E-~matrices.

2.4 CARACTERISATION DES E-MATRICES

2.,4,1 Définition
Soit A une matrice de coefficients +1, =1, O, L 1l'ensemble de ses lig-

nes, C l'ensemble de ses colonnes. On définit C U L i1a relation binaire:

(31) (c, € C)(l‘j € L) : é.Ué—-‘bci R1lje=pa,, £ 0

uij

G(A) = (L U C, U) est appelé graphe de A, Par définition:

(32) 1(uij) = a

est la longueur de l'arete uij' La longueur déune chaine ou plus générale-
ment d'un graphe paitiel de G(A) est la somme des longueurs des arétes la
composant. Les longueurs des cycles de G(A) étant nécessairement paires, on
les dira bipaires ou biimpaires si elles sont respectivement de longueunr mul-
tiples de 4 ou multiples de 4 plus 2. On dit qu'un cycle élémentaire a une
corde, 8'1l existe un cycle contenant un sous-ensemble d‘arétes de ce cycle

et une seule aréte é&trangeére.

2.4,2 Résultats Connus et Conjectures

On connait le théoréme, que nous avons amélioré en [44] :

Si chaque cycle de G(M) est bipaire, M est totalement unimodulaire.

Conjecture: (C.Berge)

M est totalement unimodulaire si tout cycle élémentaire biimpaire de G(M) a une
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corde.
On peut 1'znoncer aussi

M ,.., 81 tout cycle élémentaire de G(M) sans corde est biimpaire.

ou

M ..o, 8i et seulement si tout sous-graphe a une base de t-cycles bipalres.

C. Berge montre que:

ces conditions sont neécessaires; elles ne sont pas suffisantes, nous donne-
rons un contre-~exemple.

Analysonse l'effet de la longueur des cycles sur la valeur des mineurs de M.
Apielons f}@ouplage le B-vecteur correspondant a l'ensemble des arcs d'un
couplage d'un sous~ensemble € dans L dans le graphe simple G(M). S1 A est

la matrice d'incidence de G(M):

(32) Ax=,1

ou chaque composante de 1 vaut 1 a pour solutions une variétd linéaire de

B-vecteurs qui contient les B-couplages. Soit 31 et ;2 deux B-couplages, on

a:

Ax'=1
(33)
A=
donc
(34) 5(51 + s;) =0

Par conséquent la somme de deux B~couplages est un B-cycle. Il est évident
que un Be cycle elémentaire est la somme de deum B- couplage.
D'autre part, chaque couplage correspond 4 une permutation dans une sous-ma
trice carrée de M donc & un terme non sul dans 1e développement de Laplace

du déterminant de cette sous-~matrice.
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Montrons que les deux couplages d'un cycle élémentaire correspondent & des
termes de signes opposés ou a des termes de mémes signes selon que sa lon-
gueur est ou n'est pas multiple de quatre. Supposons d'abord toutes les
arétes du cycle de longueur +1. Le nombre d'inversions nécessaires pour
passer d'une permutation & l'autre est égal au
nombre d'arétes d'un couplage moins 1 (moitié diun

nombre d’arétes du cycle moins 1).

Si nous changeons le signe de la longueur d'un nom-
bre impair d'arétes, la demi-longueur du cycle modulo 2 augmente de 1 modu~
lo 2, tandis que si nous changeons le signe de la longueur d'un nombre pair
d'arétes, le cycle de longueur (non) multiple de quatre reste de longueur
(non) multiple de quatre.

S'il existe un cycle élémentaire biimpaire sans corde, le déterminant vaut
donc 2.

Contre-exemple pour la conjecture:

G(M)

Avec une longueur 1 sur chaque aréte on a:

(35) Dét(M) = ¢ 2

Remarquons que G(M) a un cycle Eulérien. Nous formulons alors une nouvelle
propriété des E-matrices que nous démontrons. Nous conjecturons que cette
propriété caractérise les E-matrices sans pouvoir le démontrer ni donner de

contre-exempleo

2.4.3 Soit X 1l'ensemble des graphes de G(M) correspondant aux sous-matrices

carrées de M,

Theoreme XILl:

Upe gondition nécessaire pour qu'une matrice soit totalement unimodulaire est
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que dans asucun graphe de X 11 n'existe un cycle Eulérien biimpaire.

Supposons donc qu'il existe un graphe de X ayant un cycle Eulérien de lon-

gueur non multiple de quatre. Soit M la sous-matrice correspondant a ce

graphe, on a:

Mx =0
(36)
My™ = 0

X" = xﬁ eat de vecteur dont chaque composante vaut 1. M' est la transposée

de M. Par le théordme VI on sait que (3Ix™(IFy™):

' Mx*=0

(37)
Myxso

x* est un vecteur dont 1l'homomorphe est 5“ .
yx est un vecteur dont 1'hoﬁomorphe est Zx s+ leurs composantes valent +1 ou -1,
Les composantes de x* (de y» ) partitionnent 1'ensemble des colonnes (des
lignee) de M en deux ensembles. x* et y* partitionnent donc M en quatre matri-
ces carrées quli ont pour somme des coefficients la méme valeur g. La somme
des coefficients de M est donc & q, et le cycle Eulérien ne peut pas &tre

de longueur biimpaire.

2. 4.4 Théoreme XIII:

Une matrice M est totalement unimodulaire, si et seulement si toute sous-

matrice carrée correspondant a un graphe ayant un cycle Eulérien est singu-

liere.

I1 suffit de démontrer le théoréme pour les matrices carrées. La démonstra-
tion sera faite par induction sur l'ordre des matrices. Le théoréme é&tant

vrai pour toute sogs-matrice d'ordre <k, toutes les mineurs de M, matrice
carrée d'ordre k pour laquelle l'hypothése est vérifiée, valent +1, -1 ou O.

Nous supposons M réguliére, dans le cas ol elle est singuliére, le théoréme
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est démontré. Soit M 1l'heomomorphe de M dans B™. ﬂij le coefficient corres-
pondant a mij' Nous allons distinguer le cas oi tous les mineurs d'ordre
k-1 de M valent 1'élément unité de B ét celui (ol il ne peut pas exister
de cycle Eulérien) ou un mineur d'ordre k-1 de M est 1'élément nul de B.

Pour ce, considérons le systéme:

(38) m =0; 1€1

I est un ensemble de k-1 entiers parmi les k premiers entiers. Soit 7 1a

famille des ensembles I. 6'il n'existe pas une solution 5; de (38) telle

que
(39)
et ce pour tout I de ¥ on écrira le systéme

k
(40) DI
i=1

Eij Y= 0 ; JE€J

Et supposons qu'on ne trouve pas non plus un ensemble J de k-1 entiers parmi

les k premiers entiers tel que

k k
+ x _ x
(41) E:Ei:] li..O:—_:;E Y =0

Dans ce cas sl le graphe n'est pas connexe, le systéme (38) peut étre séparé
en deux systémes n'ayant aucune variable commune. A ces deux systémes cor-

respondent deux matrices carrées car si ces deux matrices étaient rectangu-
k

laires, il y aurait une solution x* & (38) telle que TT 5; = 0, Alors le
J=1

déterminant de M a pour valeur le produit des déterminants des deux matrices
carrées d'ordre <k. Si au contraire le graphe de M est connexe,
(42) Det(M) = 0

puisque

(43) . i 1,3=1,0e0,.k
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et le graphe correspondant a M posséde un cycle Eulérien [2] . Considé~

rons alors le cas ou les hypothéses faites sur les systémes (38) et (39)

ne sont plus sctisfaltes. Nous avons alors par exemple

K
(L4) P my _;53‘ = 07  d=lyee.,k-1
j=1

et 5; = 0 5" # 0. Soit P la matrice carrée extraite de M correspondant

-
au systeme

(45) = Bigxg=0 i 1=T,ee. kel

k=1
3=1

Le déterminant de P est 1'&lément nul de B, donc, par le lemme I en 3.2, le

déterminant de P est nul. De plus, par le thédréme VI, on a

k1

(hé) z mij y;=0; i= 1'ooo,k"'1
3=1

avec

47) Ij = zj; 32T, 0 ee k=1

On a
k-1 x

(48) ;Ea mey Yy =P

p ¥ O puisque M est réguliére. Et 1l existe un systéme

k=1

(49) P myy;=a; 161,14 0 v.... (k-1}  {x} €1
3=1

et 1 £k =>a, =0

8= P
correspndant & une matrice réguliére Q. En résolvant ce systéme on trouve~

rait P oO(J

pet(Q)
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ou ij vaut +1, -1 ou 0, D'ou p=+1 ou ~1. Mais alors il Yy a au moins un
élément mkj # 0 dont 1'annulation rend M singuliere. Le déterminant de M

est donc égal au mineur ge cet élément, éventuellement changé de signe.

Remargue:

On voit que la valeur du déterminant de M lorsque toutes ses sous-matrices

sont totalement unimodulaires vaut + i ay étant défini par (44) et par

k

(50) j§1 mij Z‘_j = 0 ; i=1,.0.,k=1
k

(51) 2 ka ZJ=ak
J=1

(52) Zy = zj;'z‘j = +1, =1 ou 0.

S'1il existe un cycle Eulérien)ak est pair, 11 est multiple de quatre ou non
selon que le cycle Eulérien est ou non bipaire. On peut changer les signes

de lignes et de colonnes de M de maniére que la somme des é€léments de chaque
ligne et de chaque colonne vaille O sauf pour la derniére ligne et la premié-
re colonne cu cette gomme vaut 8 + On aura au préalable opéré éventuellement
une permutation des lignes et des colonnes pour que l'intersection de 1a
dernieére ligne et de la premiere colonne soit O. (Dans le cas ofi tous les
coefficients de M sont différents de 0, 8, =0 car le déterminant de M vaut 0.
En effet par changement de signes de lignes et de colonnes on doit pouvoir
transformer tous les coefficients de deux rangés paralléles en +1, sinon on

aurait une sous-matrice du type +1 -1

+1 +1 dont le déterminant vaut 2, )

Supposons pour fixer les idées a8 > 0. On a donc a8 2 2 et dans la premiére
colonne de M comme dans la derniére ligne, on trouvera au moing deux coeffi-
cients +1 de plus que de coefficients -1,

Partant d'un coefficient 41 de la premiére colonne, que 1l'on effacera, on

trouvera dans sa ligne un coefficient -1, que l'on effacera, puis dans 1a
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colonne de ce dernier un coefficient +1 etce... . On aboutira nécessairement
3 un coefficient +1 de la derniére ligne que l'on effacera. En opérant une

seconde fois le processus on aura trace dans le graphe asgocié a M un cycle
de longueur non multiple de quatre. C*est une démonstration du premierxr theo~

réme énonceé.

2.4.5 Diverses caractérisations des E-matrices

Les propositions suivantes sont équivalentes pour une matrice M)k xm,

coefficients +1, =1, O:

M est une matrice totalement unimodulaire.

e
A tout vecteur X de Bm tel que M x = [} correspond au moins un vecteur ¥

de composantes +1, =1 ou O tel que ﬁky = 0, et tel que 1*homomorphe ¥ de
y soit égal a Xy pour toute sous-matrice de lignes M™* de M.

A tout couple de vecteurs x et p de B® tel que M x =R correspond au moins
un couple de vecteurs y et q de composantes +1, =1 ou O tels que My = d»
et tels que Yy = X et g = P-

Pour toute sous-matrice de lignes de M, on peut changer les slgnes de cer-

taines de ces llgnes, de maniere que dans ses colonnes ayant un nombre pair

d'slements différents de O i1 y ailt autant de +1 que de -1.
Toute sous-matrice carrée de M ayant un nombre pair d'éléments non-nuls
dans chaque ligne et dans chaque colonne est singuliére°
Nous venons de voir que € == &e
a =—>b est le theoreme V1.
' & = ¢ se montre en appliquant le théoreme VI a (M,1] oi I est une matrice
unite d'ordre ko
c =>d, i1 suffit d'appliquer ¢ 4 la transposée de M4 de méme pour b == d.
g =>e est immédiat.
Une autre caractérisation est:
[MOIJ est une matrice de Dantzig. Cl'est-asdire; chaque colonne de [M,I]

s'exprime au moyen 4'une base de colonnes de [M,I)avec des coefficients

+1, =1, O.
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Cette derniére caractérisation est trés voisine de celle de Cederbaum [14)
qui dit:
Soit

Mx=y

un systéme linéaire ou x=(x1,...,xn) et y=(y1,...,yn).

M est une E-matrice si et seulement si pour tout sous~-ensemble de n-1 parmi

les 2 n variables Xy ¥y annulees, on peut trouver une paire de vecteurs

x,¥, avec x £ O satisfaisant le systéme et dans lequel toutes les variables

restantes non spécifiées sont égales a +1, ~1 ou O.




3. MATRICES TOTALEMENT UNIMODULAIRES ET GROUPES ABELIENS

3,1 u~espaces vectoriels

Un u-espace vectoriel Vk est un sous-espace vectoriel de Qm (ou Rm)
pour lequel il existe une base définissant une matrice k X m totalement
unimodulaire. Q est le corps d'opérateurs pour Qm. L'espace supplémen-~
taire orthogonal Vm_k est alors necessairement un u-espace. 11 existe
une E-matrice dont les lignes forment une base de Vk de la forme (I,A),
il en existe donc une de V., de la forme (A',-I) ou A' est la transpo-
sée de A.

Soit G un groupe abélien quelconque. Au couple (Vk.G) on va faire cor-
respondre un sous-groupe (™™ au groupe G". Nous parlerons d'une E-ma-

trice, base de Vk, lorsque ses lignes forment une base de Vk.

La loi de composition du groupe est notée @ . On définit comme d'habi-

tude la loi externe de multiplication sur G avec Z. Tout groupe Abélien

G pouvant étre considéré comme un Z-module G. 51 g€ G, l'inverse de g est

notée & g; on notera Ep 1'élément nul de G aussi bien que de G". On a

en particulier o.g=g_, (=g = @gy 1.8 = g, et neg g0 1 € Z.

[o]

3,2 Domaine d'opérateurs pour G

5i A et B sont des matrices carrées m x m sur 2, et x = (xi>(ﬁ‘$ i

<m)

~

o m . .
un element de G , écrivons avec le sens classique donné & cette notation,

(M Ax
c'est un 8lément de G". On a
(2) A(Bx) = (AB)x

par les propriétés du Z-module G.
Soit A une matrice m x m totalement unimodulaire réguliére, x une varia

m m . . x n
sur G , g un &lément de G . Il existe toujours un &lément x de G tel

(3> Ax* =g

ble

que:




CHAPITRE III

MATRICES TOTALEMENT UNIMODULAIRES ET GROUPES ABELIENS
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A

En effet, puisque A~ ' a se¢s coefficients dans 2, soit

") x* = A-1 gy
on a
(5) A(A-1 g) = (A A—1)g =g

Nous prouverons gu'elle est unigque.

3.3 Bijections de Gk dans G

r 4
%s3%.1 Thédréme I

Soit B une matrice m x k, k ¢ m, totalement unimodulaire; elle est de rang

k 81 et seulement si

(6) BX:g

admet pour seule solution x = 8,1 E, ttant 1'41ément nul de G* ou de G,

Démontrons d'abord le lemme 1:

3,%5,1.1 Une matrice A unimodulaire & la propriété

(7 Dét(A) =& = CDét(A)]p = E

avec

(8) £ = & mod. p.

p étant un nombre premier different de 1.

€ est & 1 pour Z, ou o et son image dans 1l'un quelconque des homomorphismes
envisagés est respectivement % T ou 0. =3 est évident par l'homomorphisme
de 1'anneau des entiers rationmnels sur le corps des classes modulo p, p premiers,
p # 1. Pour la réciproque supposons £ = 0.
Soit [Dét(A)JPz 0 et Dét(A) # O, alors Dét(A) = + 1, 1l'image de 1 ou -1 dans
1'homomorphisme de Z sur un groupe additif quelconque ne peut étre 0, car le

groupe cyclique engendré par 1 (ou ~1) aurait pour image 0 et 1'homomorphisme
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serailt celui qui fait correspondre 0 & tout entier, c'est-a-dire celui

des classes modulo 1. On a donc:
Dét(A) # O <= Dét(A) £ O mod. p

puilsque A est unimodulaire; le lemme est demontré.

20201.2

La condition suffisante se démontre immédiatement. Si une E-matrice B

m x k, k S mest de rang <k, on a
(9) Ba=0,afo0

a est un vecteur de composantes +1, =1, O. (Chapitre II).
En multipliant par g € G, g £ 8o+ chaque ligne du systéme linéaire (9), on

obtient:
(10) B 8y = Bgs avec g £ gg°

- l1.
La condition est nécessaire. Montrons le d'abord pour k=m, par récurrence

sur m. Supposons donc que pour toute E-matrice D d'ordre m-1, réguliére,

(11) Dx=gy=p x= yr X» & € g1
et supposons par impossible

m
(12) Agf=so.sf.so€G.8T¥so

A étant une E-matrice m x m réguliére. Systéme qu'on &crira

® m
(13) 1$§J$m Ay 8y = ggs Ay E;€ 6 (1¢3gm)
ou
®
(14) 2 kg, =A_g, g g
1¢Tem 357 Tk B B 7 B
jAE

Systéme qu'on écrira:




(15) Bx’ns,x’=<gj> (1<3 €&my §J #K)

B est une E-matrice (m-1) x m de rang m-1 puisque A est de rang m. Ex-

trayant de B une matrice réguliére D, (m-1)x(m-1) on déduit de (22):

(16) D xﬁ = g* . g!(e Gm"’1

x o D—1 ¥ K

Soit x » On a alors:

g", et tsupposoms-x’t £ x
(7 @ Mg (@ FTe@D

donc xx(:)xxx = Bys Pulsque D est une E-matrice réguliére (m=-1)x(m-1), donc

(18) x =D g =D

A; est la projection de Ak sur le sous-espace correspondant aux lignes de D.

Mais

(19) D™ A =

d a pour composantes +1, -1 ou O, car [Ak,D] étant une matrice de Dantzig,

Ak s'exprime au moyen de la base D avec des coefficients +1, =1 ou 0 (non

tous nuls). (14) g'écrit alors, puisque x”:(gj) (15), (18), (19),

(20) g( % A, n, -4A) =g, ;
k1$3$m 33 K °
Ak
les m=1 composantes de > A, n, - A_ correspondantes a D, donc a A!,
33 k k
1€j¢&n
£k

sont nulles. n:l vaut &1, -1 ou 0, 1 < j ¢m, J # k. Montrons que la compo=~
sante de ce vecteur non envisagee vaut +1 ou -1 et que dés lors on aboutit
a l'absurdité g, = By ou © g = Bge Pour ce, 11 suffit de constater que
pour p premier, p # 1, si nous envisageons tous les homomorphismes de 1'an-

neau des entiers sur les champs de Galois de p éléments, on a

(21) pét(A) =& <> (Dét(A)) mod. p = £
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€ désignant 1'¢lément nul, 1'élement unité ou son. opposé pour l'un quelconque

des groupes additifs modulo P ou des entiers. Par conséquent
(22) Ad* =g

a™ £ 0, ses composantes non nulles valant +1 ou -1 et q ayant une seule com-

posante £ 0, si la composante non nulle de q est # + 1, pour un certain p,
(23) A_d =0
P p

Ap est A, dp est d, chaque coefficient é&tant pris modulo p. Mais alors

(24) fDét(A)Jp =8

puisque dp est toujoura ¥ 0, et
(25) Dét(A) = 0

Puisque A est réguliére, la composante non nulle de q vaut donc bien +1 ou
-1, ce qui est 1l'absurdité annoncée.
8i une E~matrice B de dimension m x ky, k £ m est de rang k, 11 existe une E-

matr.ice A cevrée d'ordre k dans B réguliére, ce qui achéve la démonstration.

. 02

Une E-matrice carrée réguliére définit un opérateur lindaire régulier paur

tout groupe ahélien G".

Théoreéme II¢

Une E-matrice carrée A est réguliére si et seulement si A x = g admet une

solution et une seule.

Classiquement nous avons:
(26) =g et Ax"® =g -)A(xx@xx“)ngo

Si ™ £ x™¥® 4 est singuliére, par le théoréme précédent. Si A est singuliére

et si
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(27)

AxT = g

(28) (39, v Fe: Ay =g
donc

(29) A*@yH = ¢

et 1'on a évidemment x™ @ y™ £ x", pulsque y" # 8o

3,3.3 AUTOMORPHISMES DE G

Les E-matrices ne sont pas les seules matrices a coefficients entiers
a4 jouir de cette prupriété; en effet, le produit de deux E-matrices n'est pas

une E-matrice et pourtant c'est un opérateur linéaire régulier.

Exemple
4 0 1 =1 1 =1

Théoreme JIII:

Le sous-groupe des matrices urimodulaires d'ordre m, engendré par les E-ma-

trices réguliéres d'ordre m, est un ensemble d'opérateurs réguliers pour G,

G &étant un groupe guelconque.

- © .1

De ce qui precéde, on d2duit que toute E-matrice k x m de rang x dé&finit un
isomorphisme de = sur un sous-groupe de Gm; dbaque u~espace de Qm définit

m
un domaine d'opérateurs pour un sous-groupe de G .

3.4

Montrons que toute E-matrice B, base d'un sous~espace Vk de Qm définit le
méme isomorphisme. (On pourrait perler aussi bien du Z-module engendré par B).
Rappelons que un espace Vk qui a pour base une D-matrice, donc une E-matrice,

est appelé u-espace. Nous démontrerons donc;
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3.4,1 Théoréme IV:

Tout u~espace vectoriel Vk de Qm définit un ensemble d'isomorphismes de Gk

- m »’ L4
duns le meme sous-groupe de G , G &tant un groupe abeélien quelconque.

Congidérons deux bases B dét Cy, k x m, de Vk, E-matrices de k lignes et m co~
lonnes. Si des colonnes sont égales, on n'aura conservé qu'un représentant
par classe d'equivalence. Adjoignons des colonnes a B de fagon & obtenir B!.
matrice maximale pour la propriéte d'unimodularité totale. B® est finie puls-

qu'on n'adjoint pas deux fois la méme colonne.
(30) s0it TB=C et T BX =¥,

montrons que T est une E-matrice. T est nécessairement unimodulaire. B¥ est
nécessairement normale (contient une matrice unité d'ordre k). C¥ est aussi
normale, sans quoi, on pourrait adjoindre & C™ des vecteurs unités qui ne a'y

* % serait une D-matrice conte~

trouvent pas encore et obtenir C* ®, Mais 1 ¢
nant strictement les colonnes de B”, contenant donc une matrice unité, donc
totalement unimodulaire. C'est hbsurde puisqus B¥ est maximale. C® est donc

normals, et T est l'inverse d'une sous~matrice carrée A de B’, donc totale-

ment unimodulaire en vertu du thédreme XVII Chap. 1. Donc:
(31) C' = B' T

signifiant "la transposée" et
(32) (g € Gk), C' g=B' T g

T* g parcourt g¥ lordque g parcourt G* (théoreme 1I1), donc l'image de G* par

C' dans G" est le mame sous-groupe que l'image de Gk par B',

Corollaire:

Une matrice réguliére gui transforme une E-matrice en une E-matrice est une

E-matrice.,

3.4,2 A un u~espace Vm—k' muni d'un groupe abélien G, correspond un sousegroupe
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de Gm, Vm_k(Gm), appelé sous-groupe des u-flots, A 1l'u-espace orthogonal Vk

muni de G correspond un sous-groupe de Gm, Vk(Gm), appelé sous-groupe, des

u-tensions.

222

Une conséquence importante de la propriétée d'unimodularité totale,

[ .1

Une démonstration unigue pour chaque théoréme sur les flots et les tensions.

Les appellations flots et tensions sont donc échéngeables de sorte que du
théoréme de base que nous allons démontrer il suffira chaque fois d'une dé-
monstration unique pour dériver, dans les graphes, des propriétés de flots et
tensions, cycles et cocycles, circuits et cocircuits. On a vu dans le chapitre
II qu'un u-vecteur de l'espace des flots (tensions) d'un graphe est un cycle
(cocycle). Ce théoréme de base généralise, comme mous le verrons, deux théoré-
mes de A.J.Hoffman [41) , (40} et un théoréme de B-Roy [12] , un des théors-
mes de A.J.Hoffman et le théoréme de B.Roy ayant deja été formalisés et dé-
monstrés en termes de groupes abéliens par A.Ghouila-Houri [137] . Nous repre-
nons icl les quatre axiomes de A.Ghouila-Houri définissant une famille Q. de
parties d'un groupe abélien. L'exposé qui précede et qui asoutit & la défini-
tion des sous-groupes de u-flots et de u~-tensions nous permettra de démontrer

par. récurrence sur la dimension de vy (démonstration valable pour vm-k) ce

qui était démontré par récurrence sur le nombre de sommets et le nombre d'arcs

d'un graphe dans [13] .

3.5.2 Extension des définitions connues pour les réseaux

Un vecteur élémentaire v de Vk( de Vm k) est tel qu’'il n'existe pas
un vecteur de Vk dont l'ensemble des composantes non nulles est strictement

contenu dans celul de v. Un u-vecteur &lémentaire est un vecteur &lémentaire
&

de composantes +1, =1 ou O. Scit I l'ensemble des axes coordonnés de Qm,

+

1, et I respectivement les ensembles de composantes égales 4 +1 et -1 dans

le u~vecteur élémentaire v. On associe a chaque gxe 1 € I un ensemble non
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vide d'éléments de G, G(i),appelé capacité. Un u-flot admissible est un &lé-

ment (g>(1 € I) de Vm_k(Gm) tel que
(33) (1€ 1) =>g €CH)

Soit QA une famille de parties de G vérifiant les quatre axiomes:

o]
-

XeEAd =>(0X)e L ;

10
I,: X€Aot YEA —p (x@m e,
(34)
I3 P XE€ Xet XEQ = {x} e Q. ;
I : toute famille finie d'éléments de (&, ayant deux & deux une
L

intersection non vide, a une intersection non-vide. Il existe

toujours une famille telle que a s par exemple Clu 'LJ {g}
ge G

3,5,% Théoreme V:

2%
Soit Vk un u-espace de Q", Vk l'ensemble de ses u-vecteurs €lémentaires, C(1)

(1€ I), la famille de capacité s, associéesau systéme d'axe coordonné, prises

dans la famille (X ; une condition nécessalre et suffisante pour qu'il existe

un u-~-flot g admissible est que:

(35) (ve v;)m;goe Z@+ c(i) @ Z@_ c(4)
ie1l il
v v
3,5.3.1 La condition est nécessaire.
Soit B = f I,AJ'une E-matrice normale dont les lignes engendrent ng
les lignes de C = [A*, -I) engendrent alors vm-k° On definit comme précédem-
ment v.g, ou v est un u-vecteur élémentaire de Vk, g un élément de Vm_k(Gm).

donc un u~-flot, mais admissible. Montrons que v.g est 1'&lément nul de G.

(36) Z@ (( Z+ b,, a) ( 2@ c ))
V.g = Cix 8
e jex 71 geyx tk7k

K et K' 8tant respectivement les ensembles (1,...,k) et (1,..0,m=k),

(37) s (2% L o e a)
Yo = [¢]
8%, 8x xTx By Ep 11Ty
+
(38) igI bij cik = O'
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puisque Vk et Vm—k sont orthogonagx, donc

(39) Veg = B

Puisque gie c(i), la condition nécessaire est démontrée.

2.50_5_.2 La condition est suffisante.

30523021 Montrons d'abord que si

(40)  (vE VD) =>V g = 8y

(41) ge v_ (&M

m-k

Chaque u-vecteur, s'il n'est pas &lémentaire, peut étre décomposé en une
somme de vecteurs élémentalres, disjoints. Car un u-vecteur est orthogonal aux
vecteurs d'une base de l'u-espace orthogonal, donc aux lignes d*une D-matrice.

La propriété découle alors de 1a définition de D-matrice. On a:

(k2) B.g = g
ou,
®
(43) S a,, B, = =850 1 &L &k
kt1£3&n 1373 i

2y 4 est le coefficient général de A. S1 1lfon acrit
"
(bl X = =g, $k & m,

(43) et (4% stécrivent

A
(45) [ ]X,* =g ou C' X = g
-]

Donc g€ Vm-k(Gm)‘ puisque C est totalement unimodulaire (4.1 théoréme iv).

20 2- 20202

Pour k=1 le théoréme est vrai, soit v le vecteur ligne unique de B. (35) nous

assure que

(46) (¥ 0 3 g;)s 85 € c(i) : vg> (1gig m) = g,
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g* = <gi> (1 €4 ¢m) est donc, par 3.5.3.2.1 un u-flot admissiblie,
Montrons que si la condition est suffisante pour k=r-1, elle l'est pour k=r.

Si
(47) (V1) : jew)) =1

le théoréme est démontré car <E;> gy = C(i), est un u-flot admissible par

(35) et 3.5.3.2.1. Si
(48) (3 : (P} > 1

nous allons montrer que l'on peut réduire C(§) & un seul &lément de fagon &
ce que le nouveau systéme de capacité ainsi obtenu satisfasse (35). Le théo-

réme sera alors démontré. Montrons qu'il existe

(49) g? € C(3)

tel que

®
(50) (vev) (J€1) = g¥e T c(1) @ 2® c(4)
r v S I; i€ I:

14 3

donc

® ®
(51) g€ (-1) (3 c1) @ T c(4) grl)
° ie I i€ 1; o | 3}

ik

{g;} sera donc le nouveau C(j) annoncé, puisque {g?}éf(). par I3 ou I, et I

8i l'on prouve

(52) N« Z'®_ c(1) @ Z®+ C(1)) £ 0

vev® 161 ie1
r v
143

on aura montré qu'un tel g? exlste, puisque si

® ®
(53) C. .= & cl4
5 nit B o @ 1?1; o(4)

143
par (35).

20
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(54) (v € V:) : C Oc(y) £8

Vel
Par I, et I,, C, € Q. , par (52), (54) et I,, (49) et (50) seront done
»
vérifiés. Pour prouver (52), nous allons montrer qu'il existe un u-flot

admissible pour le systéme de capacités

c®(1) =c(1) 143

(55)
c*(§) =6

Soit gx ¥ .n tel u-flot, (35) sera vérifié pour les capacites c*(i), donc

® C]
(56) gy € N (3 _ e - X o))
vev, 1€ I 1€1;7

143
et (56) => (52).
Avant de construire le flot gx x' observons que, si nous changeons de base

pour Vk
(57) B—>TB =D
de manifre que D soit totalement unimodulaire et normale

(58) (g € G") : T.Bg = g,

par le méme raisonnement qu'en 3.5.3.2.1., on peut alors mohtrer que § est
1t'image dans G" d'un élément de c* au moyen d'une transformation linéaire
représentée par une E-matrice de rang k, base de vm—k'

g est donc un u-flot de Vm_k(Gm). Soit donc T une matrice construite & par-
tir de la matrice unité k x k en remplagant son téme vecteur par b?. Le

jéme vecteur colonne de B étant bj’ si btj est un élément non nul de ce vec-

teur:

»

(59) hij
o

by

On sait que
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(60) Th,=e

J t

ou e, est le vecteur unité dont 1la téme composante est 1 et que D est nor-
male, (Cette transformation est celle qui introduit le vecteur bj dans la
base dans la méthode du simplexe). T est unimodulaire, TB etant normale est
une E-matrice. Supprimons le téme vecteur ligne de T.B, soit E la matrice

obtenue, E est une E-matrice & quol correspond un u-espace Vr 4+ BOus-

espace de Vr°

T i e v
(61) v & Vr-1 = v Vr

Par (35) il existe donc gT admissible avec

(62) g gl = &

puisque (35) suffit pour k=r-1,

gifv dans (62) est coefficient du vecteur nul, remplagons le par g? ® 4&fint

par
@
(62) g’j"‘= pa —dts.gz
1<84&n
8 ¥ ]
gx * est le vecteur ainsi obtenu, on a
(63) D g" ™ = g

g ¥ est donc un u-flot de Vm_k(Gm) admissible pour (55). c.q.f.d.

3.6 COROLLAIRES DU THEOREME V

2.,6,1 Corollaire I

(A.J.Hoffman [41) )(M. Hoffman nous a conseillé d'examiner la relation entre
ce theoréme et nos resultats). Soit R un ensemble d'éléments {?1,0..,P5} et
soit T = {51,...,Sm} une famille de sous-ensembles de R. Soit ai<$ ‘oi

(i=1,...,m) des entiers donnés et 0 wj(j=1,....n) des entiers donnés.

Si la matrice m x n d'incidence des ensembles S, vis a vis des éléments Pj’
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est totalement unimodulaire, une condition nécessalire et suffisante pour

qu'il existe des entiers xj(j=1,....n) satisfaisant O g xj & wj(j=1,....n)

et

(64) $  x, g b, (1=1,..00m)

3

est que si

(65) (AC{1,.-0m}) & ny(a) = l{i/l?JE s, L€AY L g=teeem

(66) A,,B.C{L...,m} AOB =g

et valeur absolue de (nj(A) - nJ(B)) €1 (§=1,...4n), implique

(67) 8 aé, b, + w
1€ar 1 1%.:3 i nj(A)§nj(B) J

Transformons ur peu la formalisation de cet énoncé. Soit M la matrice m x n de

coefficients mi.1

(68) mij.1@=;PJ€ 5,
sinon

(69)

Soit

t £ n+m)
t & n+m)

t { n+m)
)

(?2) Q *‘[Ho "I]

(64%) s'écrit




(73) Qy=¢ 0 xgw,
car (73) implique
(74) Osxgw, agzghd

ce qui est équivalent a (64). D'autre part (64) =3 (74) ==2(73). Soit
G=2 le groupe additif des entiers rationnels, (X la famille des intervalles

définie par la relatioa d'ordre totale < habituelle.
(75)  1€Q=5[(a, b €1) => ((acc<b) =>(c€ 1))]

(1 satisfait les axiomes de Ghouila~Houri, car la fermeture convexe des &l1&-
ments de (1 dans R définit Q..o est une famille d'ensembles convexes
fermés satisfaisant I# par le théoréme de Helly [42] p.211. Il suffit alors

d*observer que
(768) (I, I'e Q) : I NJI' ¥ F&2I NI £ ¢
et I N I'€EQ car | N} &tant fini,

a0 1, N 1 4g=ser, ) 1, 48=>(No1 fg)=s
: "i,J€N i,jen 1€eN

m»(ﬂ Ii;‘O)
1€KN

La dentiére implication se démontre par récurrence’ supposons la vraie pour
[N| - 1 intervalles non vides, par (76) il est permis de remplacer, dans chac-
un des deux membres de cette implication, deux intervalles par leur intersec-
tion non vide. Dés lors, il existe pour (73) une solution y admissible si et

seulement si pour tout u-vecteur &lémentaire v, orthogonal aux lignes de

T =(I, M} , on a (soit v = [v1,v2] pour séparer les composantes relatives &

I et M)

(78) . < a, &
1€ 3¢ 1
Vo
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Pour prouver l'équivalence de (78) et de (67), comstruisons tous les vec-

teurs v tels que a chaque couple A,B satisfaisant (66) correspond un v avec

Iv = A
2
(79)
I; = B
2
ro={3 oy > 2 (»} (voir (66))

On voit que, &tant donnd la définition en (66) de A et B, v est un u-vectenr
elémentaire orthogonal aux lignes de T. On voib réciproquement gque sl A et B
sont définis par §79), (66) est vérifiée (au signe prés de v). Le théoréme

peut étre énoncé de maniére plus générale puisque les intervalles peuvent com-

tenir des entiers négatifs.

3.6.2. Corollaire II (A.J.Hoffman (2] p.80)

Soit un rbseau de transport oi & chaque arc u sont associdsdeux nom-

bres entiers b(u) et c(u) [avec O0gblu)gec(u)] .

Soit o(U ; ) = Z:+_ clu). U;(UZ) est 1l'ensemble des arcs ayant leurgextré-
u €0
A

mitésterminales (initiale) en un sommet de A et leursextrémitéesinitiales(termi-

bale) en un sommet de X-A.

Soit:ﬂila famille des sous-ensembles de X qui ne contiennent ni X ni z,

ou.qui contiennent a la fois x, et z. I1 existe un flot (¥ tel gue b(u) € @ (u)

& c(u) pourtout u si et seulement si c(U;),}, b(Uz) (A é‘t)

I1 suffit, pour démontrer ce théoréme, derappeler que l'espace des flots est
un u-espace et que & chaque cocycle &lémentaire correspond un u-vecteur 21é&-
mentaire de 1'espace orthogonal (Chqp. II). Les intervalles sont les mémes

que ceux definis em 3.6.1.

3.6.3 Corollaire III (B.Roy (12] (1])

1) existe. une tension ® telle que Bu > b“ pour u € U, si et seulement si pour

tout circyit/xlion a
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2 bygoO
1€ pv

U est l'ensemble des arcs du graphe.

I1 suffit de considérer l'u-espace orthogonal & 1l'u~espace des flots.

3.6.4

Si vev .,V , u-espace vectoriel de Q™, (resp. Vk) ne contient respecti-
vement que des composantes 1, -1 ou 0; ou 1 ou O; on dira que c'est un u-
cycle ou un u~-circuit (resp. un u-cocycle ou un u~cocircuit). Un u-vecteur
est donc un u-cycle ou un u-~cocycle.

Pour les corollaires qui suivent, G sera le groupe additif des nombres réels.
La famille (I est celle des intervalles. Ces corollaires sont les extensions
de théorémes connus (1] sur les flots et les tensions sur un graphe. q# est

un u-flot dont chaque composante est non négative.

3.6.4,1 Corollaire IV:

Il existe un u-flot qf'avec chagque composante non nulle si et seulement si

v, ne contient pas de u-cocircuits,

k

Remarquons que ce corollaire est une extension du théoréme(6]:
Un graphe (X,T") est fortement connexe si et seulement 8f ACX =5 7"A w A £ ¢
11 suffit, pour démontrer 3.6.4.1 de vérifier l'existence d'un u~flot lorsque

chaque composante a ses valeurs dans un intervalle [+0,%0] , L'é&noncé dual

est implicite,

3,6.4.2 Corollaire V

Tout u-flot qf est une combinalson linéaire positive de u-~circuits.

Soit V . le sous-espace des u-flots. L'énoncé est vrai si qﬁ'a deux sompo=-

santes positilves, montrons que s'il est vrail si Q3+ a r-1 composantes posi-

T

tives, 11 est vrai pour r. Soit Vm-k le sous-espace de vm-k obtenu: en pro-
jetant Vm K le long des axes od les composantes de (P+ sont nulles. Le u-es-
I

pace orthogonal Vk a Vm x ne contient pas de u-tension > 0, car celle-ci

devrait étre orthogonale a la projection de (P+ sur vm—k'
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Donc QI-k' par le dual de 3.6.4.1 contient un u-circuit 4 . Si /Ff} est

l'ensemble des composantes non nulles deJ}A, considérons

CPj = min {C?i /1€ {/&f}} £ 0

(P+ - qux est un nouveau u~flot qui a r-1 composantes positives. Liénoncé

dual est implicite.

3.6.4.3 Corollaire VI:

§'il existe dans vm-k un u-flot q>qyant un sous-ensemble donné de composantes

non nulles, il existe un u-cycle ayant seés composantes non nulles contenues

dans ce sous-ensemble,

11 suffit de remarquer que VZ » obtenu en changeant de signe une méme compo~-

sante de chaque vecteur de V, est un u-espace. 3.6.4.2 démontre alors 3.6.4.3.

3.6.4.4 Corollaire VII:

5'1id existe un u-flot(P ayant une composante j non nulle, il existe nécessai~

rement un u-cycle dont l'ensemble des composantes non-nulles, est contenu dans

1l'ensemble des composantes non nulles de P et dont la jeme composante est non

nulle.
Sinon q)ne pourrait étre combinaison linéaire des cycles satisfaisant 3.6.4.3,
propriété qui est implicite & 3.6.4.2 et a4 la démonstration de 3.6.4.3.

Nous allons énoncer une généralisation du lemme des arcs colorés [1) . Soit v,
un u-espace vectoriel, partitionnons en trois l'ensemble des axes coordonnés
et comme pour le lemme de Minty, disons que dans la premiére classe les axes

sont rouges, dans la deuxieme noirs, dans la troisiéme verts.

3.6.4.5, Corollaire VIII:

Dans Vm K? 8'il n'existe pas un u~cycle ayant une composante j noire non nulle

avec des composantes non nulles uniquement rouges et noires, les composantes

non nulles noires valant 1, il existe dahs V. un u-cocycle de composante
E:S

égale a 1 avec des composantes non nulles uniquement vertes et noires, les com-

posantes non nulles valant 1,
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Définissons trois classes d'intervalles:

Pour les axes rouges: [-©9, + ©0J;

pour les axes ncirs : EO, + 00 pour la composante j, [+0, + o0

pour les axes verts : tous les intervalles se réduisent a O.

S'il eiiste un u-flot compatible avec ces intervalles, il existe un u-cycle
dont les composantes vertes sont nulles, l'ensemble de ses composantes non
nulles rouges et noires est non vide, sa composante j vaut 1.

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un tel u~flot n'existe pas est
qu'il existe un u-vecteur élémentaire (donc un u-cocycle) qui ne satisfait
pas les conditions (35) du théoréme V.

Ce u-cocycle ne peut pasavoir de composantes rouges non nulles, toutes ces
composantes non nulles sont noires et vertes. La composante ayant pour intere
valle [+ 0,00 ] est non nulle puisque tous les autres intervalles contiennent
O. Toutes ses composantes noires doivent avoir le méme signe que celle de

[+ 0, +007,

3,6.4.5.1 Coreollaire IX:

Il existe un u-circuit ou un u-cocircuit (exclusivement) ayant une composante

non nulle sv- un axe donné. (immediat)

Soit 6% une tension telle que ( ¥ 1) : GI > 0:

S'il n'existe pas un flot qﬁ ayant une composante non nulle sur un axe donné,

+
il existe une tension 6 avec une composante non nulle sur cet axe.

3,6.5 Corollaire X:

Une condition nécescaire et suffisante pour qu'un u-espace ait un u-circuit

(u~cocircuit) utilisant tous les axes, est que chaque u-cocycle (u-cycle) ait

autant de composantes +1 que =1,

la condition enoncée est nécessaire et suffisante pour qu'il existe un u-flot
(une u-tension) prenant la valeur 1 sur chaque axe. Ce flot est une somme de
u-circuits (u-cocircuits) élémentaires qui définissent une partition de l'en-

semble des axes. (3.6.4.2).
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3.,6.,5.1 Corollaire XI:

Une condition nécessaire et suffisante pour gufun graphe ait un t-circuit

(t-cocircuit) utilisant tous les arcs est que chaque t-cocycle (t-cycle)

ait autant d'arcs entrants gque sortants.

I1l,suffit de démontrer que & tout u-circuit (u-cocircuit) é&lémentaire de
1l'u-espace des flots (tensions) correspond un t-circuit (t-cocircuit). On
sait que 1'homomorphe modulo 2 de l'u-module des flots (tensions) est l'es-
pace vectoriel des B-cycles (B-cocycles) (Chapitre II et [3]). D'autre
part a un B-cycle elémentaire (B-cocycle 8lémentaire) correspond un et un
seul u-cycle élémentaire (u-cocycle &lémentaire) au signe prés (Chapitre II)

ce qui démontre 1l'énoncé.

2.6.6. Théeoreme VI:

Pour chaque dimension k, il existe un nombre fini d'u-~espaces vectoriels qui

. k
gsoient des sous-espaces de Q .

Soit A, matrice rx k de rang r § k, c'est une matrice dont les lignes engen-

g le systéme de vecteurs linéairement indepen-
r

dants tels que ij'<ij+5' 158 & r=-J+1, et 1r le plus petit entier tel que
) ‘

A = {Ai ’00-9Ai ,...,Ai } est un systéme de vecteurs-colonnes linéairement
r

drent V._C Qk. Solt A, ,...,4A
r 11

x
indépendants de A. Pour toute matrice T réguliére, l'ensemble T A =
= { T Ay yeeesT Ay weeanT Ay } a la méme propriété vis a vis de T A que A
1 J

r

vis a vis de A, On sait que A%

A est appeléee matrice &chelon de l'espace
vectoriel Vk et que cette matrice est unique pour Vk; La matrice &chelon d'un
u-espace vectoriel est normale donc totalement unimodulaire. Ses coefficients
sont 1, =1 ou 0. I1 y a dond un nombre fini de matrices échelons donc un

Yy k
nombre fini d'usespaces vectoriels qui soient sous-espaces de Q . les u-espaces
de R2 sont:

y

-y
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APPENDICE

CARACTERISATICN DES MATRICES CYCLOMATIQUES ET COCYCLOMATIQUES D'UN GRAPHE

Résuma:

Les résultats de cette étude répondent a la question: "Une matrice d'en-
tiers modulo 2 eat-elle 1l'homomorphe modulo 2 d'une matrice totalement
unimodulaire'?

C'est-d-dire, y a~t-il moyen de remplacer certains éléments non nuls d'une
matrice binaire par des -1 de maniére que la matrice Euclidienne obtenue
soit totalement unimodulaire. Appelons R-matrice une matrice d'entiers
modulo 2 homomorphe d'une E-matrice. Tutte [11)(12) répond 4 la question
posée par:

Une matrice F d'entiers modulo 2 est uneeR«matrice 81l et seulement si au-

cune de ses formes normales ne contient l'une des matrices

1 o 1 1 1 1 1
1 0 ou 0 1 1
1 1 0 1 ¢ 1

1 1 0

Les formes normales de F étant toutes les matrices obtenues en multipliant
F par ler inverses de ses matrices carrées reguliéres d'ordre maximum, ce
beau'résultat théorique n'a pas un intérét d'application directe, puisqu'il
y a un nombre combinatoire de formes normales de F,

La caractérisation des R-matrices que nous donnons dans ce chapitre raméne

le probléme posé a celui de savolr si une matrice donnée est une E-matrice.

Nous donnons comme aboutissement de ce chapitre une légére généralisation
du théoreme de Tutte caractérisant les homomorphes modulo 2 des matrices

cyclomatiques et cocyclematiques.

1. Définitions:
Soit A une matrice d'entiers modulo 2, L l'ensemble de ses lignes, C

l'ensemble de ses colonnes, on définit sur C { L la relation binaire:

(1n (ciE C)1,€ L) : € UYe=dg¢ leé==9ai = 1

J Y13 i j =
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G(A)=(L U C,U) est appelé graphe de A. (17] . si A a m coefficients non-
nuls, & chaque couple (i,j) tel que aij=1 faisons correspondre un entier

1 £k £m, tout vecteur de B" définit un sous-ensemble d'ardtes V de U.

m N
(2) (REB).Hk..1<=%.>uijéV
Un vecteur &= (& ), . o o €S S = {1}0{-1} définit
une norme sur Bm:
m m
(3) ( eB):o<(g)=-.k<€,"1 o, by = Ny (b)

On voit d’autre part que o« définit une matrice Ao( qui a pour homomorphe

A:
(l“) “a;"'ij = O==;aij = 0
(5) gid = 1 u%&ij = _t_)'k“k

s™ définit de cette maniere l'ensemble des matrices ayant pour coeffi-
cients +1, =1 ou O et pour homomorphe A.

Pour une matrice A nous allons définir une classification des vecteurs
o € S™ basée sur la norme des cycles de G. Pour tout o€, la norme de
chaque cycle est paire, nous distinguerons dés lors les cycles de norme
multiple de quatre et les cycles de norme non multiples de quatre, les

premiers seront appelés cycles bipaires, les seconds cycles biimpaires.

(6) f“‘ s of 6fl+ ==p A, est totalement unimodulaire.

e

(7 f3 b é:f} = Tout @¢ycle elémentaire biimpaire a une corde.

Un cycle élémentaire a une corde s'il existe un cycle élémentaire contenant
un sous-ensemble d'arétes de ce cycle et une seule aréte étrangére. Cette
classification est due & C.Berge, il formulait la conjecture: :f} =f4,
nous donnons un contre-exemple qui nous a suggére la condition nécessaire

et suffisante pour qu'une matrice soit totalement unimodulaire.
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(8) fa : K€ bpzama» 11 existe une base de cycles élémentaires bipaires:
sans corde.
(9) .)°1 4 é)’,‘zmep 11 existe une base de cycles ¢lémentalres sans

corde.

1. Nous allons montrer que : f,‘ > 3’2 o .73 > _‘fu.

2. " " " T f1 = sm

3. " " " "o .9’2 n'est jamais vide.
i, " " n "o ‘505#¢-_=?‘$ng %

5. " " " "o, y’u;égf@fzz %:yu

1. 11 s'agit de montrer que 3”1 o Yz o 9’3 o .‘fu‘ I1 est évident que
5913 .9"2:3?3. 9’3 - 9’4 est une propriété observée par C.Berge, pour
1a démontrer on montre que le déterminant de la sous-matrice carree
correspondant a un cycle élémentaire biimpaire sans corde est # T,
Ci-dessous des exemples sont donnés sous forme de graphes, les compo-

santes OCk sont écrites sur les aretes.

G, 11 1 Fig. 1

Fig. 2

1
1 1
1
G, : 1 Fig.
3 ) g 3
! 1
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i S . [¢
POUI‘ Gzldé ?1, [o14 E’ (jzy x & L\Pj’ D(t‘fq’
Les matrices correspondant a 62 et G3 sont respectivement:
1 1 1 0 1 1 O G
1 1 0 1 1 1 1 1
et
0 1 1 1 0 1 1 0
0 1 G 1

Les démonstrations qui suivent prouvent en particulier qu'il est impossi-
ble de rendre ces matrices totalement unimodulaires en changeant de signe

certains éléements non nuls.

2. Théoréme I:

11 existe toujours dans un graphe une base de cycles élémentaires sans

cordes.

Soient en effet ¢ ,..+,6 1le plus grand eusemble de B-cycles elémentaires
=1 -8
sans corde linéairement indépendants. Supposons qu'il existe un B-cycle

S44q du graphe qui n'appartient pas a l'enveloppe linéaire des vecteurs

précités. On ay en dacomposant le t-cycle sorrespondant & ¢ en cycles

8+1
t 2lémentaires:

(10) 28 1 - Z:

E's+1,i

ou les c sont des B-cycles elémentaires tels que leurs ensembles

s8+1,1

., 3 €J ou J est un sous-ensemble de

d'arcs sont disjoints. Soit ¢
=-s5+1,]

1'ensemble 1,...,t des indices de (10), les Bucycles €lémentaires n'ap-
partenant pas au sous-espuce vectoriel engendré par Sqrecealy- J est non
vide. Les cycles correspondants contiennent chacun une corde sinon

€, +e+1C, ne serait jas un systéme maximal de B-vecteurs élémentaires
lineéairement indépendanis sans corde.

Mais alors, £5+1.j“' j* ¢ J, par exemple, est la somme de deux B-cycles
»*, et ayant chacun au moins une aréte

s+71, ]
*#
#, 3 t J est donc la somme de k B~cycles

ayant en commune une corde de ¢

o .
de moins que Cg41,3 2s+1?j

ro e .
elementaires sans corde. C'est absurde puisque dans ce cas un au moins de
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ces dernlers B-cycles n'appartiendrait pas a4 la fermeture linéaire de
Sqreeerly et pourrait étre adjoint a ce systéme pour former un systéme
de s+1 B-cycles élémentaires sans corde linéairement indépendants.

Donc :f1 = Sm.

3. Théoréme II.

Pour toute matrice A, il existe une norme N telle que dans G(A) il y a

une base de cycles élémentaires bipaires sans corde.

Soit Kx(:sm un vecteur définissant une norme telle que Cqreee1Sy solt

le ﬁlua grand systéme de B-cycles élémentaires bipaires linéairement indée-
pendants de G(4). Soit C la matrice ayant Cqveeesgy pour lignes.,

Si C n'est pas une base de cycles on peut montrer par le méme raisonnement
qu'en 2 qu'il existe un B-cycle elémentaire, biimpaire cette fois et sans

corde qui forme avec Sqreeerly un systéme de s+1 vecteurs linéeairement inde-

pendants.
Soit D la matrice de s+1 lignes obtenue en adjoignant Se41 a C. S0it E la

matrice obtenue en adjoignant une n+1°™€ colonne 4 D, soit le vecteur

unité &,,q dont la composante égale & 1 est sur la s+1°"° ligne de D. Soit

+1

x une solution de

5‘ £ 0, avec 5;*1 =« 1 satisfaisant (11) existe car les s+1 lignes de D

sont des vecteurs linéairement indépendants. Les composantes non nulles
de 5” y solent x:, 1 €I, i # ms1, désignent un ensemble d'arca qui a un
nombre pair d'éléments communs avec Cqeesealy et un nombre impair avec

[+]
~s+1°
X X 8.3

Mais al it o™ tel 1 61: o o et 1 I: <
als alors so el que 2oy - X e L2 oy = Xy
oM est tel qUE CyypeeesC 9S4 soient un systéme de B-cycles elémentaires

bipaires linéairement indépendants de G(A) ce qui est impossible.

4, Matrices bipaires.

%.1 Théoréme III.
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Il existe deux classes distinctes de matrices entiéres modulo 2 LK; et

Ow . S1 A ¢ oK;, pour toutes les nornmes Nx telles qu'il existe dans’

wmam—

G(A) une base de cycles élémentaires bipaires sans corde, il n'existe pas

dans G(A) un cycle élémentaire biimpaire sans corde. Si A € o, pour

chague norme No( telle qu'il existe dans G(A) une base de cycles élémen-

taires bipaires sans corde, il existe dans G(A) au moins un cycle élémen-

taire biimpaire sans corde.

II b

Fig. &

@
3

II1

!
x
Soit A ¢ CKH, c'est a dire, i1 existe & € y; tel que

(13) Ny (e) = 0 mod. &

¢ étant un B-cycle élémentaire sans corde quelconque. Montrons que (13)

: XX . . ;
est vrai pour tout ¢ YZ' Soit &« ¢ f; auquel correspond une nouvelle base
Cireoeslon formant une matrice C, de B-~cycles bipaires élémentaires sans
“1? gy - -

corde et tel que, par impossible,

(1) Qxxx (£s+1) # 0 mod. &4,
-~ L4 ’ L4 ' g
Ce e étant un cycle élémentaire sans corde. On a evidemment que Nocﬁgi);gx (gi)

1€ 1g s est nul modulo 4. Donc pour passer de o™ & x*, 11 a fallu
trouver un vecteur x & Bm, les composantes non nulles de x désignant les

X .
conposantes de o6 a changer de signe, tel que

(15) Cx=0
Puisyue
(16) c =t C,

=5+




(17) _C_B+1 x = 0

dono
(18) No*(g,,q) # O mod. k4,

ce qui est absurde.

Cela prouve en méme temps la deuxieme partie de l'énoncé.

4,2 Nous appelons matrices bipaires les matrices A d'entlers modulo 2
telles que pour toute norme N, 1l n'existe pas un cycle élémentaire bi-

impaire sans corde.

5. Caractérisation des matrices cyclomatiques et cucyclomatiques.

5¢1 Lemmes

x 1 4.
Lemme 1 - Pour passer d'une norme N“", X ¢ :f)} 8 _une norme H »x, o« & -\f},

. . . wne
il est nécessaire et suffisant de changer de sipnes les composantes de o

relatives 4 un cocycle de G(A).

Puisque 3; B, &3 = Té, 11 existe une base C de B-cycles bipaires qui
doivenf rescer bipaires lorsquetxx devient ™™ . Puisque les vecteurs x

tels que (15) soit verifié forment le sous-espace vectoriel de B-cocycles
de G(A), la condition est nécessaire. La condition est suffisante car si
on change de signe les composantes de1§x désignees par les composantes

non nulles de x, avec

(19) £xe=

1o

¢ étant un B-cycle quelconque, on a

(20) N x» (¢) = N _x(c) = 0 mod. &

Lemme 2 - Soient A% t A’m deux matrices d'homomorphe A dont les coeffi-

. x nx x
cients a sont +1, =1 ou O, On peut transformer A™ en A ¥en chan-

13 ij

peant de signe tous les éléments de lignes et de colonnes de A 5i et seu-

et a

. . % wx
lement si les couples (i,j) tels que 244 B4y = -1 désignent les ar8tes d'un
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cocycle de G(4).
Si (i,3) est tel que 523 533 = =1, 11 faudra changer de signe soit la

c¢olonne j, solt la ligne i de ﬁf. Soit X, une variable binaire asscciée

& la ligne i et X une variable binaire associée a la colonne j avec:

X, = 1 <= 0n change de signe les éléments de la ligne i

lj = 1 <= On change de signe les éléments de la colonne j

a7 ou
X b3
(21) a5 85 = “1=$x, e 1 (+ est la somme modulo 2)
G KX -
(22) ajyagy =1 =9x tx,=0

A chaque aréte u, , de G(A)correspond donc une équation

1}
(23) X+ zj = ﬁij

Mais on sait que (15) a une solution si et seulement si é = (eij) est un

B~cocycle de G(A).

5.2 Caractérisation de la classe des E-matrices ayant méme homomorphe.

Théoreéme IV.

P
81 A est une matrice totalement unimodulalre, toute matrice A*xobtenue

en changeant de signes certains coefficients non-nuls de A est totale=

ment unimodulaire si et seulement si A est obtenue en changeant de signe

P x
tous les elements de lignes et de colonnes de A .

Si 1'on change de signe les &léments non nuls d'une ligne ou d'une colonne
de Ax sy elle reste totalement unimodulaire puisque les mineurs qui compor-
tent ces éléments changent de signes, les autres n'étant pas modifiés.

32* < 33, donc les lemmes 1 et 2 prouvent le théoréme, pulsque une R-ma-

trice est bilpaire.

5.3 Caracterisation des R-matrices.
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Theoreme V:

Soit A une matrice binnire, s8'il existe o tel gue %x est totalement unimo-

dulaire, pour tout o tel que dans G(A) 11 existe une base de cycles élé-

mentaires bipaires sans cordse, %KX est totalement unimodulaire,

X & i’?h donc « € ?30 31 1'on opére sur o tous les changements de signes
qui maintiennent la propriéeté d‘*unimodularité totale de la matrice, o¢ prend
toutes les valeurs de 3’ » par le lemme 1, de sorte que ?,* =2 3’3, on a
done y‘* - ff} ¥ 0, puisque 9’“ < ys. Mais, par le théoréme III,

ff3,£¢ myzn y}, donc yzm -Soh.

Théoreme VI:

Une condition necessalre et suffisante pour gu‘une matrice binaire soit une

R-matrice est que pour un of ¢ j? . Ac& s0it totalement unimodulaire.

On peut dire aussl gue les R-matrices sont caractérisées par le fait que

4

2
et spuffisante pour qu'une matrice solt cyclomatique.

= 3)3 = y’hoEnonqons alors un théoréme donnant une condition nécessalre

Solt mocanena Caractérisation des matrices cyclomatiques et cocyclomatiques.

Theoreme VII:

A, est cyclomatique {(co-cyclomatique) normale si et seulement si A est

une R-matrice B-cyclomatique (B-cocyclomatique) normale et of 62?2.

Rappelons qu'une matrice normale est une matrice qul contient une matrice

unite d'ordre maximum.

Condition necessaire.

St A_ est cyclomatique (cocyclomatique), c'est donc une E-matrice (Heller-

Tutte-Seshu), donc o€ é yz et A est une R-matrice cyclomatique (cocycloma-

tique).

Condition suffigante.

Falsons la démonstration pour "cyclomatique', elle est analogue pour

"cocyclomatique™.,

81 A est B-cyclomatique, ses lignes représentent des chaines d'abre H.




76

(voir 1.4). En donnant une orientation arbitraire aux arétes et en par-
courant les chalnes on definira CKx et une matrice A«:! totalement uni-
modulaire. Maig Ac( est une E-matrice, on basse donc de A. ® a A en
changeant de signe les éléments de lignes et de colonnes (théoréme IV).

En changeant 1'orientation des arcs du coarbre (lignes) et de 1'arbre

(colonnes) on obtient le graphe orienta correspondant & Ay .

6. Discussion du fait que A est ou non une R-matrice,

—

1. On cherche une valeur de o & 32.
L'algorithme est donné dans la démonstration du théoréme II,
2. On vérifie si Ac< est totalement unimodulaire, si elle ne l'est pas A

n'est pas 1'homomorphe d'une matrice totalement unimodulaire,

Exemple 1: Considérons la matrice

b 1 1 0] 0 1 Fig. 5

Son graphe est

On trouve un systéme maximal de cycles élémentaires bipaires linéairement

indépendants:

[a, 1, b, 2, aj , (a, 2, ¢, 3, a] , [c, 3, d, &4, ¢l .
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auquel on adjoint [c, L, 4, 5, b, 2, c’] ern changeant le signe de o‘d 5°
,

Le nombre cyclomatique du graphe &tant %, on & une base de cycles bipnires

sans corde.

A“ est donc:

b 1 1 0 0 1 Fig. 7

alo o 1 1 -1

La matrice définie par les lignes b, -c et d est totalement unimodulaire
puisque c’est une matrice d'incidence. Soit T 1'engemble {1}\1{—1} V) (9}.
On voit que, en désignant les vecteurs lignes par les memes lettres que

les lignes:

a-b t T5
a-c € T5
a-dt'r5

a~-c+d &1

a-b=-4a ¢ '1‘5

§

Q
+
=Y
(32
'_3\11

-8 + b
Donc, ([18], chapitre 11), A est totalement unimodulaire.

Exemple II

e ——————————

A est donné par G(A):

4 1 1
1 1 1 1

! 1 1 Fig. 8
1 1 1 1

3 1 1

G(l) est planaire et on voit que pour & = (1,...,1) 11 existe une base de

cycles bipaires élémeutaires.
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Puisqu'il existé un cycle &lémentaire biimpaire sans corde (la face infi-
nie) A n'est pas 1'homomorphe d'une matrice totalement unimodulaire.

Remarquons que pour cet exemple 9} - 33 £ ¢ donc 33 = g,

Exemple III

A est donné par G(A): d
1 4
; F
a c Fig. 9
2 3

Le nombre cyclomatique de ce graphe est 3. Pour oX = (1y644¢41) on a une
base de cycles élémentaires bipaires sans corde (a, 1, b, 2, a3,

[d, 1, b, 4, d) . [c, 1, b, 3, c] et pourtant Ao( n'est pas totale-
ment unimodulaire. Il suffit de vérifier que Dét.(Ao()‘l/T. A n'est donc

pas 1'homomorphe d'une matrice totalement unimodulaire. Remarquons que

pour cet exemple ‘fz = \\P} 3’“ = g,
Exemple IV
La matrice

1 2 3 4

Fig. 10

n'est pas une R-matrice.
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Fig. 11

Nous avons choisi X de fagon & ce qu'il existe une base de cycles élémen-

taires bipaires. I1 existe un cycle biimpaire: [1,d4,3,¢7] .

7. E-matrices qui ne sont ni cyclomatiques ni cocyclomatiques

Nous appelons transformation normale de [l,é] une transformation au moyen

de l'inverse d'une base B extraite de [l,ﬂ) °

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Fiso 12
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On verifie que la matrice de la Fig. 12 est totalement unimodulaire qui
n'est ni B-cyclomatique, ni B-cocyclomatique. On voit qu'elle contient
une matrice B-cyclomatique et B-cocyclomatique normale du graphe homo-
géne de degré 3 de Kuratowski. Nous avons a ce propos le thaoréme de
Tutte [11,12] :

"Une matrice A d'entiers modulo 2 est B-cocyclomatique (chyclomatique)

8l et seulement si c'est une R-matrice et sl aucune transformation nor-
male de A ne fait apparaitre une matrice B-cyclomatique (B-cocyclomatique)
d'un des deux graphes non planaires basiques de Kuratowski®,

Nous enongons alors finalement le

Théoréme VIII:

Une matrice A est cocyclomatique (cyclomatique) sl et seulement si elle

est totalement unimodulaire et si aucune transformation normale de A ne

fait apparaitre une matrice cyclomatique (cocyclomatique) d'un des deux

graphes non planaires basiques de Kuratowski.

On sait en effet que la transformée normale d'une E-matrice est une E-
matrice. La démonstration découle immédiatement du theéoreme de Tutte ci-

dessus et du theoreéme VII .
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MATRICES TOTALEMENT UNIMODULAIRES ET PROBLEMES COMBINATOIRES (1)

ERRATUM

Page

12
12
12
12
12
12

Ligne . Au lieu de: Lire:

1 comptée du bas

Jcomptée du haut

|

1 La premiére ligne doit se terminer &
"1, =1 ou 0", "Mais alors" commence a la

ligne suivante.

8 "sont implicites a "Découlent immadiate-
I. Heller" ment des résultats de
I. Heller",.
1 "chaine’x ! ""chaine Y‘quelconque

de cet arbre’

Remplacer la premiére phrase de la demonstration de XI par:

"On peut supposer sans diminuer la généralité de 1'énoncé que
tous les vecteurs-lignes de A sont différents. On démontre aisé-
ment alors que » est une relation d'ordre définie sur l'ensemble
des lignes de A. On dit que [9] , dans un ensemble ordonne E,

b couvre a, si a4b et s'il n'existe pas d'élement e de E compris
strictement entre a et b.

On montre aisément que la relation binaire de couverture définit
une famille H d'arborescence ayant pour sommets les lignes de A,
c'est a dire que une ligne de A est couverte au plus par une

autre ligne de A",

‘s Yy {a | en}

Supprimer: "Réciproquement on peut démontrer que le graphe adjoint

d'un arbre peut &tre orienté de fagon 4 étre un graphe alterna".

N cycle cycle

l 5 cocycle cocycle
Y 5 B-c¢ycle B-cycle
6 B-cocycle B-cocycle
y 7 B-cycles B-cycles
$ 9 cycle cycle




12
12
12
12
12
13
13

21

21

22
28
29

36

37

37

k9
k9
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ERRATUM (2)

Ligne Au lieu de: Lire:

1 comptée du bas

Lcomptée du haut

‘b 9 B-cocycles B-cocycles

v 12 binaires entiéres modulo 2

T s t-cycles t-cycles

38 t-cocycles t-cocycles

T 5 t-cycle t-cycle

¥ 10 u-cycle u-cycle

£ s u-cocycle u-cocycle

L 1 Pour ce, nous mon- Nous montrerons
trerons

A 6 théoréme 7 théoreme VI

A non nulles non nulles modulo 2

y 3 biimpaire bipaire

f 1 une matrice une matrice M

@ 14 sur G avec 2 sur G avec Z, anneau

des entiers rationnels.

Remplacer la premiére ligne par:
"En effet, A—1 a ses coefficients dans Z, puisque la condition
nécessalre et suffisante pour que A soit inversible dans 2 est

qu'elle soit unimodulaire”.

Remplacer la 5° ligne par:

n xX% -1 X% -1 X x
Elle est unique, pulsque si A x""= g, A" (A x ) = A ‘g=x =x

Supprimer depuis: "Demontrons d'abord le lemme 1: ...." Jusque

page 41 "Théoreme III:" exclusivement.

Conserver le titre.
3.3.3 Automorphismes de [

et supprimer dans 1'énoncé du théoréme III “"engendré par les

E-matrices réguliéres d'ordre m".

y 6 P,€ S, Pjé Sy

J 8 valeur absolue de an(A)-nj(B)
(nj(A)-nj(B))

x. "
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APPIZNDICE

ERRATUM

Ligne Au lieu de: Lire:

1 2 C L cuUL
J 15 G G(a)
Page 4, le théoréme I est evident par une analyse directe.

Page 6, remplacer l'énoncé par:

"Il existe deux classes distinctes de matrices entiéres moduls

-~
“ M1 et sz.

51 A€ J{1. pour tout « de ff'z, tout cycle élémentaire bilim-

palre pour No( a une corde.

Si A leZ, pour tout o de ‘f.y, 11 existe au moins un cycle élé~
<

mentalre biimpaire pour No( sans corde,

¥y 13 cocycle t-cocycle
v 8
Voo
v







