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RIASSUNTO

II metodo delle caratteristiche viene app]icato a"'equazione integro-
differenziale lineare di Boltzmann in geometrie mono e bi-dimensionali.

Si mostrano in questo rapporto alcune esperienze numeriche fatte
per confrontare il metodo delle caratteristiche con il metodo Sn di Carlson.

PAROLE CHIAVE

TRANSPORT THEORY : SCATTERING
DIFFERENTIAL EQUATIONS MATHEMATICS
NEUTRONS

Boltzmann equation, integral equations, Carlson method, geometry



APPLICAZIONE DEL METODO DELLE CARATTERISTICHE ALL'EQUAZIONE
INTEGRO-DIFFERENZIALE LINEARE DI BOLTZMANN

Alcune esperienze numeriche (m)

Introduzione

Mediante il metodo delle caratteristiche viene trattata
l'equazione integro-differenziale lineare di Boltzmann, ad una
velocita e con scattering isotrope nel sistema del laboratorio,
nella geometria sferica, cilindrica infinita, cilindrica finita
e rettangolare di altezza infinita.

Per gquanto riguarda il problema agli autovalori si cerca
il massimo autovalore in moduio e l'autosoluzione non-negativa
corrispondente; per quanto riguarda il problema non omogeneo
81 cerca la soluzione in corrispondenza di un termine di sor-
gente prefissato.

Nel § 14 si mostrano le esperienze numeriche compiute e
si fanno alcuni confronti tra le soluzioni di guesti problemi
ottenute col metodo delle caratteristiche e quelle ottenute col
metodo 8 di Carlson (8l.

Nei § 6 e 9 sono date le condizioni sufficienti per la
convergenza dei procedimenti iterativi relativi ai metodi
considerati.

(m) Manoscritto ricevuto il 10 Agosto 1967



1. Formulazione dei problemi

Prendiamo in esame 1l'equazione stazionaria del trasporto
dei neutroni ad una veloclta e nel caso di scattering isotropo
nel sistema del laboratorio:

(1.1)  egrad, ®(2,0)+3,(R)e(B,0) = 3,(R) 1= |, @8’ + s(2)

P & il vettore posizione che ha come campo di definizione un
dominio G connesso in uno spazio tri-dimensionale, composto

da un numero finito g di regioni Rg regolari, semplicemente
connesse e disgiunte.

1 & un vettore unitario che individua la direzione della velo-

cita dei neutroni e si muove sulla superficie della sfera uni-
taria Q.

®P,f1) rappresenta il flusso dei neutroni in direzione 1 attraverso
l'unitd di superficie normale ad  nel punto P del domiﬁzo G,

zt(g) €& la sezione d'urto macroscopica totale e

28(2) ¢ la sezione d'urto macroscopica di scattering.

I1 termine di sorgente S(P) che compare nel secondo
membro dell'equazione (1.1) pud assumere due forme dando
origine a due differenti problemi:

Problema 1
1 1
(1.2)  s(B) =5 v 2:(B) 17 /n o(p,0")aa’
dove zf(g) & la sezione d'urto macroscopica di fissione, v

g il numero medio di neutroni emessi per fissione e M & uno
scalare (autovalore).

Ricerchiamo il valore massimo (in modulo) di A in corri-

spondenza del quale l'equazione (1.1) ammette una soluzione
(autofunzione) non negativa.



Problema 2

s(g) € una funzione nota non negativa che rappresenta fisi-
camente una sorgente di neutroni.

Ricerchiamo la soluzione dell'equazione (1.1) in corri-
spondenza di una sorgente S(E) prefissata.

Si fa 1l'ipotesi che le sezioni d'urto considerate siano
costanti in ogni regione Rg del dominio G.

L'equazione (1.1) & una equazione integro-differenziale,
e per rendere il problema della sua soluzione determinato
¢ necessario specificare delle condizioni al contorno e alle
interfacce [1].

Condizioni alle interfacce

Se due mezzi sono a contatto direttamente il flusso che
lascia un mezzo in direzione {l deve essere uguale al flusso
che entra nel secondo mezzo nella stessa direzione f{l; analiti-
camente cid si esprime

(1.3) &P + sQ, 2) continuo rispetto ad s

per P+sfl appartenente all'interfaccia; E' da notare che in
generale anche @(2+sg, Q') risulta continuo rispetto ad s ma
quest'ultima condizione non deve essere imposta altrimenti il

problema potrebbe diventare sopra—-determinato.

Condizioni al contorno

Se il mezzo in esame & di dimensioni finite imponiamo per
semplicitad che nessun neutrone entri nel mezzo dall'esterno,
e cloeé |



(104) ®(P,1) = O P appartenente alla superficie esterna
' ed 0 entrante.

Se invece il mezzo & infinito in una o pil dimensioni
si ta normalmente 1l'ipotesi che il numero di neutroni pro-
venienti dall'infinito sia nullo.

Consideriamo la funzione ®(P,-2) e scriviamo 1l'equazione
a cui soddisfa [2]. Tenendo conto dell'eguaglianza

/’ o(2,2')an’ =/ ®(p,-2')an’
£l £l
dalla (1.1) si ricava facilmente

(1+5) -Q.grad;

2(2,-2) + 2,(2)%(B,-2) = 3.(2) ;& /n 2(,-2')an +s(F)

Risulta evidente che 1'equazione (1.5) & 1'equazione
aggiunta della (11), percid in questo caso particolare
(scattering isotropo) si ha 1'identita:

(1+6) o*(p,0) = ®(2,-2)
Oltre ad una condizione alle interfacce del tutto ana-
loga alla (1.3) vale per il flusso aggiunto la condizione al

contorno

(1.7) ®*(P,Q2) = 0 P appartenente alla superficie esterna
ed 1 uscente






3. Metodo delle caratteristiche

Illustriamo il metodo proposto da Vladimirov [3] nel
1952 per la risoluzione dell'equazione del trasporto in sim-
metria sferica; questo metodo & basato sull'utilizzazione
delle caratteristiche della parte differenziale dell'equazione
integro-differenziale di Boltzmann.

Introduciamo le nuove variabili indipendenti

X =Dy

(3.1)

r41—u2

y

JI1 termine integrale che compare al secondo membro
della (2.1), in virtd delle relazioni che legano le vecchie
variabili alle nuove, e ciod

r = 4x2+y2
K = cos artgx = &
x 2 2
NXT+y
viene trasformato in
(3.2) % /‘ o(r,p)dp = -1 /- S o (4x2+y2, —X ___J)3x! =
-1

24x2+y2 —4x2+y 4x2+y2

= B(xZ+y?)

Tenendo conto delle (3.1) e (3.2) l'equazione (2.1) diventa

(3.3) 88lx,z) + Zt(4x2+y2)®(x,y) = 28(4x2+y2)5(4x2+y2) + S (4x2+y2)

ox

dove la soluzione della (3.3) & legata alla soluzione dell'equa-—
zione (2.1) nel seguente modo



(3el4) (x,y) = @(VX2+y2, cos artg %)
La trasformazione (3.1) mette in luce che
y = cost

rappresenta la famiglia di caratteristiche della parte dif-
ferenziale dell'equazione (2.1).

Il campo di definizione delle nuove variabili viene ad
eassere costituito dal semicerchio
x2+y2 < R2
(3.5)
y=2z0

La condizione di continuita alle interfacce (2.3), ope-
rando la trasformazione h = ru+s , diventa

2
@(dr2(1—u2)+h2, cos artg 24153—) continua rispetto ad h
e quindi per quanto riguarda la soluzione della (3.3) si ha
(3.6) & x,y) continua rispetto ad x

La condizione al contorno (2.4) a sua volta diventa

(3.7) @®(-NR°-y%,y) =0 1per 0 <y <R

Con una trattazione del tutto analoga, partendo dalla
(1.5) 8i deduce che il flusso aggiunto &*(x,y) = ®(-x,y) sod-
disfa 1l'equazione

(3.8) - QBT 45 (iaPay®)0%(x,y) =2 (NxPey?) TE(NxPayP)+

+ S(dx2+y2)




I0

dove

(309)  T¥(Nx"+y®) = B(wx+y?) = — |
2Jx2+y2 0

1
+ @‘(Jx2+y2, -—li———X] ax'.
2

Jx2+y
ed € soggetto alle condizioni
(3.10) ®*(x,y) continuo rispetto ad x
(3e11) CD"‘(«/RQ—IE, y) =0 per 0 <y <R

1Jx2+y2

|:‘I’(A/x2+y2 ,

Nel risolvere il nostro problema possiamo valerci del

particolare significato del flusso aggiunto; precisamente in-
vece di cercare la soluzione della (3.3) in tutto il campo

di definizione (3.5) conviene pil semplicemente cercare la
soluzione del sistema costituito dalle due equazioni (3.3)

e (3.8) nel quarto di cerchio
2, 2 (g2

20

o)

2

(3.12)

< MM

Le condizioni al contorno da abbinare a suddetto sistema
sono costituite dalla (3011) e dalla nuova condizione 3

(3.13) ®(0,y) = #*(0,y) per O< y < R






I2

d'urto dipendono soltanto dall'indice j dato che esse sono
costanti in ogni regione radiale.

Facendo 1l'ipotesi che le  funzioni & ed S siano lineari

nell'intervallo x. . € X € X, . la (uo1) diventa
1,J-1 1,J
_zt._1/2(xi,j-xi,j-1)
¢, . = O, . e J +
1,J 1)3"'1

- — — 1 - —

3 1
" Lz @.+S._J———————-Lj - +
S._ 312 b3 ( -X. <)
j=1/2 4 /2 LPEPPE PRI PR
(he2) _ I TOPAC VI D
LZ D, +S | ' [
+ . -
S._ J=1 j-1_J2 L 3 (x, =%, . )
j=1/2 tioq /2 tisq o 123 71,01

-5 (x. .=-x. .
1 i,d Ti,d=1)
- =172 J

In modo del tutto analogo dalla (3.8) si ottiene per il flusso
aggiunto:

=2 (kg gmxy 5y)
o . =ar e I71/2 +
1,J-1 i,
_ztj—1/2(xl’3— 3=t
(Le3) +| = 3* + S, ' 1-€ -
j-1/2 j=1/2 ’ ’
-3 (x, .-x )

t

. i, "1,3-17~
- e j=1/2 _l
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Per determinare completamente la soluzione al sistema formato
dalle formule ricorrenti (4.2) e (4.3) bisogna aggiungere le
condizioni al contorno

* -

Qi,n =0
(Lely)

&, . = %

i,i i,i

Le formule (4.2) e (L4.3) possono essere sostanzialmente sem=—
plificate approssimando gli esponenziali in modo opportuno.

Ponendo infatti

—
|
no (o

(4o5) e =

—
+
no I

esse diventano rispettivamente

1
-5 2 S
e tj—112(x1-3 %5, 4=1)
%, = %, 31 1 +
’ ’ +5 32 S T
I 1:.1'-1/2(x1'J *1,3-1
(4o6) - o ) ey oy )
+ {2 (2.+2. ,)+(s.+S. ) 1,0 1,
Sj-1/2 4 1 J 9= 1 + % 3, X; X ._1)
j=1/2 29 1ed
1 - % 2, (xi =Xy ._1)
% . = o* j=t/o t2d s .\
1y -t 1,040 415 (x, =%, .
2 tj_1/2 1,J 1,J-1
) - = % (x, s=x, ._1)
+.[ZS (¢?+¢?_1)+(S.+S._1)] 1 i3 TiLd
j=1/2 9 9 J 1 += 3 (x. -x )

E' da notare che lo schema semplificato costituito dalle (4.6),
(4L+7) pud essere ricavato direttamente dalle equazioni (3.3),
(398) mediante il metodo delle differenze finiteo



I4

I1 calcolo dei termini integrali Ej = 53 che compaio-

no nei secondi membril delle equazioni precedenti viene effet-
tuato con formule di quadratura:

- - J
= * = . . . .* . j = e 00
(Ll-oB) (ﬁj ®J 151 Bl,J(Qi,J + ®1,J) (3 152, 1)
dove i coefficienti Bi j godono delle seguenti proprieta:
’

J 1 .
(“-09) .Z Bl’a = 5 (J = 1’2,-oo,n)

i=1
(Ll.o10) Bl’J >0 (J =1,2,ooo,n; i=1’.oo’j)

Nel nostro caso abbiamo posto (regola trapezoidale)

X, . = X, .

_ A i-1,4 i+1,3 . . .
Bi’j—2rj 5 per 1 £ 1, 1 # ]

1 X._1 .

(Lo11) B.., = 50— —I=tad
dyl 2I'J 2 .
J £

g = Ti~ %0,
1,5 C 2r 2
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5o Metodo delle approssimazioni successive

Prendiamo in esame i sistemi formati dalle equazioni (4.2),
(4Lo3) e (4e6), (L4o7) unitamente alle condizioni (L.4.) valide
per entrambi. Dato che al secondo membro di gueste equazioni
compaiono dei termini Ej = 35 funzioni dei flussi e dei flussi

aggiunti lungo il quarto di circonferenza 4i raggio r., uno

J
dei modi per ottenere la soluzione del problema € di ricorrere

al metodo delle approssimazioni successive.
Consideriamo separatamente i due problemi del § 1
Problema 2

Il termine di sorgente Sj ¢ noto per ogni valore dell'indice j.
In questo caso attribuito un valore iniziale arbitrario al

flusso integrato sugli angoli (53 @50) si pud procedere al

calcolo di una prima valutazione @1 3 e @;13 dei flussi e dei
’ ’
flussi aggiunti in tutti i punti del reticolo (prima iterazione).

Ogni caratteristica y = yi viene trattata separatamente.
8i calcola dapprima il flusso aggiunto Qg,j partendo dal punto
sul contorno (i,n), dove Q;,n € noto, procedendo verso sinistraj;
poi partendo dal punto di indici (i,i), dove vale la condizione

di raccordo @i i = Q; i 81 calcola il flusso proecedendo verso
b4 H
destrae.
Le formule di quadratura (4.8) danno la nuova valu-

tazione del flusso integrato.

All'iterazione (m+1)-esima si ha percid:

oAt gl |y s, |« .
i,3=1 i, Pi,3 Sioq/p il%,3 7

Fal
B EV SRR L
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m+1 T

@ m+1

i.— m
. .= O, L . .+ | 2 Q. + S. . s
1,5 = %,3- Pa,t | 8iq jp 31 3—1_‘ %, 7

+ ME [ S.] Y.
L Sj_1/2 J J 1,J

dove i coefficientli p, @ e ¥ dipendono dal sistema
che si considera e

J
n %0 .
= 2 P dn'i'@ =12.oon
Z Bl,a ( i,3 lpJ) (J 1<y ’ )
I1 procedimento prosegue finché non si sia raggiunta la
convergenzao

Problema 1

La risoluzione di gquesto problema richiede due tipi di
iterazioni:interne ed esterne.

Dato che il termine di sorgente & funzione dei flussi, dei
flussi aggiunti e del parametro (dautovalore) A & necessario
attribuire un valore iniziale arbitrario non solo al flussi

integrati ma anche all'autovalore.

Durante ogni iterazione esterna il termine di sorgente

. e _ 1 =
(5.3) 8 =— v i 0
A
& mantenuto costante mentre viene effettuato un certo numero
di iterazioni interne del tutto analoghe a quelle relative
al problema 2.

In seguito viene calcolato i1l nuovo valore approssimato
di A secondo la formula



I7

n~{
=e+1 =e+1
3 (3 4+ Ty

Z sz/Z s s+1/ "s8+1/2
(50)4) )\'e+1 - )\e s=1

n-1

) -e -e
L zfs+1/2(¢s * 8 WVas /2
S=1

dove VS+1/2 rappresenta il volume compreso fra le due sfere di

i r
raggi rg € Iy, , .



18

6. Convergenza dei procedimenti jterativi

Esaminiamo sotto quali condizioni i procedimenti itera-
tivi considerati convergono.

Costruiamo in corrispondenza della caratteristica
y =V (1 =1,2,000yn) il vettore Ei costituito da tutti
i flussi aggiunti e flussi relativi a suddetta caratteri-
stica nell'ordine in cui vengono calcolati nel procedimento
numerico, e precisamente

(o )
i,n

*
@i [} n—1

l_e'l
I

(6.1)

(i = 1,2,...,n)

Costruiamo in seguito il vettore

(5 ).
n
6n-1
(602) ¢ = .
3
L1

Lo schema iterativo inerente al sistema formato dalle
equazioni (L4o2), (Le3) con le condizioni (L.4) pud quindi
essere scritto in forma matriciale

(6.3) AP - B™ + s



I9

dove S & il vettore costituito dai termini 4i sorgente.
Studiamo le proprieta delle matrici A e B.

Matrice A
La matrice A & una matrice diagonale a bloecchi

(An 0 eeo )
© fpq
.(6.L4.) A = * .

L J

)
I [ ) ] 1 ! l 1
A0 e ey __l_ N
| 4 i 1 i [ 1
-_‘:;"n_ ! 4 : 0 [..-.[ l_ f | |
I——l—_l_——'—l-_._-l———l v T T T
O |Pimnd 4 | O }- -~ 1 | l ]
__l—_l——lo_——l——]— —l—— —l_—-‘l—_l
I TS Y I ! I
_—-_'——-—i—g_-i——:_r—}—._-B—j-j -l”—’—l_"'_; ]
(6.5) AL & { ', IPM“{ ! : : !
I 1 el 0 | -4 4 1 0 e+ ]
_._-—-l-—-—|——l—‘—l—-—'——l——'—‘l-———-—-'——-—l-—._.
| I l...1 ¢ I'PQL+4‘ L1 0 1+,
"‘“"‘“"i“""*"”"‘“‘”"‘f?'_HT—'“:“‘“a”“”
l l l I . .[ . .l '
“""-"‘;“'"'“—'“'——'— T Ty T T T T T T
; ' : ccs | 0 PRt 41 O
R L T
L 1eee1 0 17Pyny
dove si & posto D; 5 = exp—[ztj_1/2( i,j—xi,j—1)] .

La matrice A ha tutti gli elementi della diagonale
principale positivi e dominanti e gli elementi al di fuori
della diagonale principale negativi o nulli; ne segue che
(4] 1a matrice A™' & non-negativa:

(6.6) AV s o0
Matrice B

Per semplicita di scrittura scomponiamo la matrice B in
submatrici rettangolari
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¢ )
Bn,n n,n—1 te Bn,1
B B eee B
(6.7) B = .n—1,n n-1,n-1 .n—1,1
L B1,n B1,n_1 cee B1,1 ‘
Le submatrici Bi 3 sono costitutite da 2(n-i+1) righe
H
e 2(n-j+1) colonne ed hanno la seguente forma
0 0 +4. 0 .
(6.8) B . o= (J = 1,2,...,1’1)
B d O 0 vea O
¢ h
o o LN XY seoe n--w_ _ [ o —lo.. 40 o o o
Yimg|Fin,i . - Zin,i [§im]
Ym0 |Zins,; . |
(6-0.)) B‘ a:
“Wlo |o -] 00
I R -
ZQHJ%QWQ R &wqugwg
Fign, 1 9im, ] i, i,
dove & stato posto
z
y - gt/ [ (1 —al - D B
i1, — 2 2 X: =X. 4_ i,1 Jj,1
tyq o Tty o 1,1 T, 1)
2s - 1 - D. =
— M 141
Z . 1,i =3 1 - S, 7 - ‘) B 1w
1rtsd t _ t \X3,17%4,1~1 Jy 1=t
1-1/2 1-1/2 *? ’
(6.10) 5
Z _ S1-1/2 [ (1 " Pia s 5
i,1,j — 2 2 X, -X, i,l Js1-1
Y112 Wty T E1 T, 1A ’
- 2"s 1 - D.
23,1,3 =5 U s o ):]Bi 1
H H i -



21

-a
Notiamo che le due funzioni f(a) = 132—— - e e

-a
g(a) = 1= — sono positive e limitate; precisamente

0 < f(a) <1

(6611) per 0 € 8 < w
0 < g(a) <1

Tenendo presente le (4.9) e (4o10) si vede che tutti gli
elementi della matrice B sono nulli oppure positivi ed in-
feriori ad %. Ne segue che

(6.12) B >0

Matrice A-B

Gli elementi al di fuori della diagonale principale della
matrice A-B sono negativi o nulli.

Gli elementi appartenenti alla diagonale principale possono
essere di tre tipi:

(6413) 1y 1=2; 4

i, oppure -

)3 2i,1,3

per quanto &€ stato detto in precedenza essi sono positivi,
inoltre essi sono dominanti. Infatti calcoliamo la somma

dei moduli degli elementi al di fuori della diagonale prin=-
cipale; agli elementi unitari corrisponde una somma S uguale
a zero oppure a 1. Percid

(6e14) S <1
Agli elementi di tipo 1 - zi,l,j corrisponde una somma Si,l,j
data da:
A 1-1
S. . = . . - Z. . .
i,1,] 2 21Jy1,1,s + 2 ZL/ z1,1,s Zl,l,J * Pl,l
s=1 s=1

e agli elementi di tipo 1-§i,1 una somma 51,1 :

’3 )3
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1= 1
S1,1,0 72 ), Vi,1,8 * 2 Z “1,1,8 7 %1,1,5 T Pi,1
s=1 s=1

valendosi delle (6.10) e delle (4.S) si ottiene:

Z, L3, - - 2. .
i,1,3 7 1,1, 1,1,3

(6.15) 85,1,5 €1 -

Si conclude quindi che
(6.16) (a-B)"1 > 0

Riferendosi ad un noto teorema [u, pag.89] vediamo che
tutte le condizioni richieste da quest'ultimo sono verificate;
si pud percid affermare che il metodo iterativo relativo al
sistema formato dalle equazioni (4.2), (4.3) con le condizioni
(L4e4) & convergente qualunque sia il valore iniziale arbitra-
ric attribuito al flusso.

Una trattazione analoga applicata al sistema formato
dalle equazioni semplificate (4e6), (L.7) con le condizioni
(L4.l4) porta invece ad una condizione sufficiente per la
convergenza, € precisamente

Max [3 (x, .=x. ._
i,  ti-t/2 trd 107

)] <2

Questa condizione nasce dall'imporre che gli elementi
al di fuori della diagonale principale della matrice A diversi
da zero siano negativi.
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(7o4) ¢(R,8,¥) = O -1 <cos ¥ <0

Se teniamo conto delle proprietd di simmetria relative alla
geometria considerata, e precisamente

(705) Q(I"\(}’W) = @(I‘,ﬂ—'ﬁ‘, 1") = k'=}(I'9\t)’z'm"'\")

si vede che il termine integrale che compare al secondo mem-
bro dell'equazione (7.1) si riduce a

T /2
(7.6) ¥(r) = ;’:/ ay' / sin 9'd8'e(r, o', y')
(o] (o]

Con lo scopo di rendere la parte differenziale della (7.1)
formalmente simile a quella relativa alla geometria sferica,
operiamo il cambiamento di variabili

}_L:COSIP
(7.7)
Y = cos ¢
Si ottiene
—_— - 2
(7.8)  A1-v° Lg e a@(régiu)] + 3.(r)o(r,v,u) =

= 2 (r)%(r) + s(r)

dove per semplicitd si & posto &(r,v,u) = &(r,9,¥) e

.+1 ' 1
] 1 —ap / @(r’Yl’“!)le -
- (o]

(7.9) 2(r) NE:

Al

4 -

1 dy.'

= TJ.\Z./ _—L-/ ‘_@(P9Y':H') ‘HD(I"Y':'P"H
0 A/1_“.2 e}

Sciegliamo in modo opportuno nell'intervallo O € ¥ € 1 un

numero finito K di punti nodali Vi che, ad esempio, possono
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essere 1 punti corrispondenti alla formula di quadratura di
Gauss.

Coumungque in corrispondenza di un valore ¥ = rk la soluzione
della (7.8) dipende solo dalle variabili r e p; ponendo

- - 2 2 s
g (r,u) = 8(r,von) » 3 = 3/Wi-v; e S, = S/A1-yy si ha

0]
(7 10) " a@k(r!“’) + 1"“-2 o k(r’“')
y or r ou

+ Etk(r)Qk(r,u) = Zsk(r)ﬁ(r) +
+ g, (r)
(k = 1,2,000K)
Ogni equazione del sistema . (7.10) & formalmente simile

all'equazione valida in geometria sferica e pud essere integrata
nunericamente in modo del tutto analogo.
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8o Formule di approssimazione

Le formule ricorrenti, analoghe alle (4e2) e (4o3), a
cui si perviene sono

& . L. =0 ., . .
k,i,J kyi,j=1 Pk,lsa *

- = 1= Dy s
7 1 - k,i,J]
+_25k =1 /2®j+sk'3‘;' 2y, |_1 2 (x5 57%3 3—17] '
’ k,j=1/2 ky,j=1/2 ? ’
- 1 =D P
3 1 Koding
+ 2 ., +S. | -
S, a_ J=1 k,3—1_]2 LZ X: +=X; s )
L "k, j-1/2 tk,j-1/2 tk’j_1/2 i, 71, =1
) Pk,i,jj
(801)
ox = o*¥ . . .+
kyi,Jj-1 kyi,J pk,i,J
— 1 -D .
3 1 koi, ]
+ 2 o .+S, . —— - D, s
Sy s_ J k,a] b3 [2 (x; s=x. . ) k,1,3:|
- “k,j-1/2 by ge1/2 = bk, o1 0 1ed Ty
] - 1 =D, & .
= 1 k 1.
+ 3 B, . +S. . _— - 1
Sy, s -1 k,3—1_j2 [ 3 (X, =% +_ )j
L ®k,j-1/2 tk,j-1/2 tk,j—1/2 i,3 i, =1

(i = 1,2,ooo,n-1;j=i+1 ,i+2,oo,n; k = 192’000’1{)
dove 1'indice k caratterizza la dipendenza da Yy o
E' da rilevare che in questo caso ¢§ i,3 non ha pit il
-+

significato di flusso aggiunto, vale semplicemente la relazio-
ne

% = ¥ = -
(8°2) ?k,i,j = Qk(xi,j’yi) = ék( xi,j’yi)

Si procede al calcolo del termini integrali 53 mediante
formule di quadratura:
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(8°3) 6. = a,‘k.(—-P'k’j (j = 1’2,ooo’n)

dove 1 coefficienti 4 godono delle seguenti proprieta:

(8.l4) ak >0 (k = 1,25000,K)

(805) I§ = 1
°2 k=1 ak—

Nel caso in cui si suddivida 1l'intervallo O < ¥ < 1 in
K intervalli uguali si pone

(k = 1’2’°'°’K)

]

(8.6) o =

mentre nel caso in cui ci si valga della formula di Gauss
gli o 8ono i pesi relativi agli zeri dei polinomi di

Legendres

Abbiamo posto inoltre

= _ gt * a r =34
B0 = Py (B g q * By ,q) dove Bry =3
(807)
_ 1 J xi"1 »J ax 2 .2 2 .2
3 - ————— | &, (x,NrS-x°)+0*(x,Nr5-x°)
k,J = x ! . !
X1,3 Jré - x2
i=2 ’ J

(J = 2,3,e00,n)

-

2
Supponendo ¢k(x,drj—x2) e Qﬁ(x,#r?—x ) lineari negli

intervalli considerati si ottiene
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J
ik,j % El}{ [ék i,J ék i,J:ki J [?k i-1 ,J k i-1,J [1i- 1,3}

=2
(808) J~—
- ) S P
i=1
dove
1 2 .2
lo] , = '\/I’ "'\/I’ -X .
i=1,J xi—1,3 ,Ji. :3 J Ti-1,]
- X
—i=d,J
X5 artg o - artg —Ladl }
’ «/rz—x2 «/rz-x2
J 7i-1,3J J 71,3
(809) 1 2 .2 2 .2
&, . — {yr -X - NpS-xt
1,J i—‘l,jxl,J J 71,3 J i-1,J
i—1 X
- X34 [%rtg — - artg —lal }
’ dr?-xz . dr?—x?
J Ti-1,J J 1,yd
e

1
1 = 4 )
B1:j T 1,3

(8.10) BJ!_’J = ‘}E(éi .+ Oi,j) PeI‘ i = 2’3’.!0’3‘-1 (j:z,j,oo.,n)

1
' 1
BJ:J T Jsd

I coefficienti Bi 3 godono delle seguenti proprieta:
b4

(8.11) Bi,j > 0 (J = 1525000y 1 = 1,2,000,J)

perché integrali di funzioni positive, e

(8012) LBJ!-’J =':12- (J = 1’2,000’11)
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Come conseguenza della condizione di continuitd alle inter-
facce (7.3) ei 'ha che per ogni valore Y di v i flussi @ 5
PR
e g; i,] sono continui lungo ogni ecaratteristica y = Yye
’-+-9

Lo schema'semplificato che si deduce dal sistema (8.1) &
dato da

1-1/23 -, .
" tk.j-i/Q(xi’J 1,91

& .= & .
kyl,J kyi, j~1

+

141 /23 (x; =%, 5 ,)

1/2(xy =%y 54)

4]z (9,49, , )+8, .+S. . ]
L.sk,j-1/2 309717 K T 37 4 /23

t (xi,j-xi,j—1)

k,j=1/2

(8013) 1-1/23,

. . ) k.j-1/2
230 441 /23

(xi’j_xi’j'1)
)

% — %
1,91 =~ % (x, .-x *
t . i,j 7i,j-1
k13‘1/2

1/2(xi,j-xi,j-1)

+ |2 (.42, ,)+S, .+S, . ]
[ Sy, =12 4 I K d K I=1 yy /os x

(x4 1,3-1)

t 23

k’j‘1/2

(i = 1,2,ooo,n—1; j=i+1,i+2,ooo,n; k = 1,2,900,K)

Sia al sistema (8.1) che al sistema (8.13) vanno abbinate le
condizioni al contorno

% -
?k,i,n =0

(801L)

— % .
i,i = %,1,1 (1 = 1425000503 K = 152,000,K)

Analogamente a gquanto & stato fatto in geometria sferica per
la risoluzione dei sistemi (8.1), (8.13) ci si vale di tecniche
iterativeo
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9. Convergenza del procedimenti iterativi

Data l'analogia formale stabilita fra le equazioni
‘valide in geometria cilindrica infinita e quelle valide in
geometria sferica, possiamo basarci per l'analisi di conver-
genza dei procedimenti iterativi su quanto & giad stato stabi-
lito nel § 6.

In corrispondenza di ogni valore 7y, di ¥ (k=1,2,000,K)
costruiamo un vettore ék del tutto simile a quello dato dalla

(6.2).

I1 sistema (8.1) con associato le condizioni (8.13) pud
venire scritto in forma pil compatta
K

(9a1) A < B% 3 o @+ s
s=1

k
(k = 1’2’000’K)

dove Sk e il vettore che rappresenta i1l termine di sorgente.
Le matrici A¥ (k=1,2,000,K) si differenziano dalla matrice A
data dalla (6ou) solo per il fatto che troviamo gli elementi

p? j = exp[—zt (x. )] al posto degli elementi
’

X .
K, j=1/2 1,5 71,31

Py j; esse godono quindi delle stesse proprieta di A :
9
(9.2) a5 s o0 (K = 1,2,000,K)

Le matrici Bk, anche se l'integrazione sulla variabile u
¢ diversa in geometria cilindrica sono analoghe alla matrice B
data dalla (6.7) nel senso che ad elementi nulli della matri-
ce B corrispondano in egual posizione elementi nulli nelle

. . K
matrici B™ e agli elementi positivi yl 1,3’ yl 1 e z;

. Z . .
J 1,37 “1,1,3
E;rrispondono gli elementi positivi y% 1,5 f%,l:j e zk 1:3 T
%i,1,5 °
dove
k
v _1{,1_-4_ P b1 K \
i,1,j = X, Y~ Pin B
b, 101 /2 St e 1/2 1,177, 1
kK,1 pk
.__4_2112
l l’J l— lJ —-X. )
by, 1-1/2 2tkl1/2 i,1 71,1 51
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. z"s 1-p§ 1
k _ knl-1/2 ’ - k Bl
(9¢3)  ¥3,1,5 5 (x. --x. ) Pi, 1| Pj,1~1
be,1-1/2  Px,1-1/2 el 1.1t
‘ 3 . 4o
L 3 V- N Pi,1 ot
i,1,3 5 5 (x -X. ) Jsl
t t 1,17 %4,1-1
k,1-1/2 k,1-1/2 _
ne segue che
k
(9.)4.) B 2 O (k = 1’2,000,K)

Costruiamo un nuovo vettore @' nel modo seguente:

(11

(9.5) @ =

(9°6) A-' .o

3 L

che, tenuto conto della (902), gode della proprieta
(907) an™ o

e infine la matrice
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o, B o.B 000 aKB

(9.8) B' = ° * °

\ oc1B azB ooe O(.KB
Valendosi delle (9.4) e (8.4) si deduce che

(9.9) B' > 0

I1 sistema (9.1) assume quindi la forma

(9.10) A'Q' = B'® + g

dove S' & il vettore relativo ai termini di sorgente

Restano da esaminare le proprietad della matrice A'-B'.

Si vede facilmente che la matrice A* = B' ha tutti gli elementi
al di fuori della diagonale principale negativi o nulli. Per
quanto riguarda gli elementi della diagonale principale essi
sono di tre tipi

k ’ -k
(9011) 191 QKzi,l,j oppure 1—Otkzi’l’j

Calcoliamo le somme dei modull degli elementi della
matrice A'-B' al di fuori della diagonale principale: in
corrispondenza degli elementi unitari si ottiene una somma S
uguale a zero oppure a 1, percid

(9.12) S < 1

in corrispondenza degli elementi +-%g§ 1 jsi ottiene una
k sl
somma Si,l,j data da
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& k 11 x Kk K
h s 1,9 >Ljas {? : Yi,1,t ¥ 2 tf1 Zi,l,t} - %Z%51,5 Y Pi
s=1
. . -k = .
e in corrlspondenza degli elementi 1_zi,l,j una somma Si,l,j :
K
1-1 1l
=k =k =k =k k
. . = 2 2 + 2 2 . - . + D.
51,1,3 }E:“s { g Tis1,t o zl,l,t} “%%%1,1,5 T Pi,1
s=1

Come conseguenza delle (8.5), (9+3) e delle (8+12) si ha

k k =k -k
- . < 1= Z, . . L S - . .
(9 13) SislsJ 1 qk i,1,3°? Sl,l,J 1 qkzlslyJ

Gli elementi della diagonale principale della matrice A'-B!
sono percid positivi e dominanti e la matrice A'-B' gode della
proprieta

(9¢14) (a'-e")"" 5 0

Si conclude che il procedimento iterativo relativo al
metodo considerato € convergente. Per gquanto riguarda il si-
stema semplificato costitutio dalle equazioni (8.12) e dalle
condizioni (8.13) una trattazione analoga porta ad affermare
che condizione sufficiente per la convergenza €& che

3 (x; =%, ._,)
(9415) Max —dztfe P09l 5
1,3,k e

condizione quest'ultima che nasce dall'imporre che gli elementi

della matrice A' al di fuori della diagonale principale siano
negativi,.
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(R,z,9,¥) = O se -1 <cos ¥y <O
(10.3) r,0,¢ V) =0 se O <cos & <1
(r,z2,8,¥) = O se -1 < cos 9 <0

Basandosi sulla figura si deduce facilmente la condizione di
continuitad alle interfacce:

(10.4) o(NrZ+2rs sin & cos ¥ + 5°8in°$, z+s cos 8, &,

r sin V¥ )

- continuo rispett
r cos ¥V + 8 sin & P o ad s

artg
Procedendo come per il cilindro infinito si arriva al sistema
di equazioni ‘
aq’k(r’Z)U) 1'!-1'2 a‘ﬁk(r‘,z,u) Yic an(r’Z:U')
+ +

K or M ou —_— 0z

N1 =

BT

(1005)
+ ztk(r,z)ék(r,z,u) = Zsk(r,z)é(r,z) + Sk(r,z) (k=1,2,e00,K)

dove la variabile ¥ & stata discretizzata nel modo seguente :
(10.6) =1 < Yy S Yp € eee Ypsp O <My eee <Y <1 (K pari)

e ®(r,z) & dato da

_ y 2K - K
@(ryz) = LI-_'K‘/ d‘ll' / sin e'de'@(r’z’e"qﬂ) =
[o} (0]
x A8
= -éj')_[ dq,'/ sin 8'de'®(r,z,8',y') =
(¢] (o]
(10.7) -+ o+ 1
= -éjq_t./ day' / —du_ r,z,v',u') =
K +1 '
o4 —du' '
= o® kz1 ak /_1 R, Qk(rizip' )

M1-u'2
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In quest'ultima formula si & fatto uso della proprieta di
simmetria relativa alla geometria considerata, e cioé

(10.8) r,z,9,V) = &(r,z,8,27V)

I coefficienti qk sono i pesi relativi ai valori Yic di vy;
sono positivi e soddisfano alla relazione

( )
L] Z -— 2

A questo punto operiamo il cambiamento di variabili dato dalle
(3.1); i1 sistema (10.5) viene trasformato in

0% (x,y,2) Y. 02 (x,y,z)
ék 8’ ’ + K % + 3 (dx2+y2,z)® (x,57,2) =

X 5 0z tk k
d1-yk

(10.10)

= 35 (VxP4y?, 2) B(dx"4y°, 2) 48, (Vx4 2) (k=1,2, 400 ,K)
k
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11, Metodo globale delle caratteristiche

Si presenta ora 1l problema di integrare numericamente
l'operatore differenziale che compare al primo membro delle
equazioni del sistema (10.10).

Tale problema pud essere superato in vari modi ; quello
che si presenta forse pili spontaneo & suggerito dalla condi-
zione di continuitia alle interfacce (10.4). Precisamente 1'in-
tegrazione viene effettuata lungo le traiettorie dei neutroni,
che costituiscono linee caratteristiche dell'operatore diffe-
renziale. Lungo queste direzioni la condizione (10.4) impbne
che 11 flusso sia continuo.

Questo metodo viene inoltre suggerito da R.D. Richmyer [5]
per risolvere 1l'equazione del trasporto non-stazionaria ad una
velocita,con scattering isotropo, in geometria sferica, d4i una
equazione quindi formalmente simile alle (10.5).

Le linee caratteristiche delle equazioni (10.10) costi-
tuiscono delle famiglie di rette date da:

Y;
(11.") %: .—k__ <k=1’2’000’K)
41-Y§

Indicando con gk la variabile indipendente misurata
lungo le k-esime caratteristiche il sistema (10.10) pud
essere riscritto

a§k<x9y’z)
0

(11.2) g + ztk(4x2+y2,z)¢k(x,y,z) =
= Zsk(4x2+y2;z)5(4x2+y2,z)+Sk(dx2+y2,z)
(k = 1,2,0.,,1{)‘
Discretizziamo la variabile z ¢ O = 2, < 2, < eee < 2_ =2 o

1 2 b






39

programmi numerici) si ha:

1_1/22tk(§;§)[Ek(Q)'Ek(Pk)]

%.(Q) = 2, (P ) —
5O kT 1+1/2ztk(1=~kcz)[zxgk(c,z)—gk(ljk)]+

/ g (P
(11.3) 1/2[£,(Q)-g, (P, )] {

—— 3 (PQ)| +@
"2, () (057 oy P8 L) BRI+

kK
+ 8,(Q) + Sk(Pk)} (k = 1,2,400,K)

dove con 3, e Zs(PjQ) si & indicato il valore delle sezioni
d'urto nella regione a cui appartiene il segmento di carat-

teristica kQ °

E' da tenere presente che per effettuare 1l'integrazione
numerica si deve procedere, per ogni valore Zg della variabile
z, da sinistra verso destra poiché sul quarto di circonferenza
esterna, ottenuta mediante la trasformazione (3.1), compresa
nella parte di piano x < 0 , y > 0 , & noto il valore del flusso
tramite le condizioni al contorno (10.3).

Si deve procedere inoltre dall'estremo superiore del
cilindro verso l'inferiore per tutti i valori Yy della varia-
bile ¥ tali che Yk ¢ 0 e dall'estremo inferiore del cilindro
verso il superiore per tutti i Yy > 0 sempre per il fatto
che per Yy < 0O & noto il flusso sul piano z = Z e per Y > 0
¢ noto il flusso sul piano z = 0 , entrambi dati dalle condi-
zioni al contorno (10.3).

Nelle equazioni del sistema (11+3) compaiono delle
funzioni dei punti Pk che in generale non coincidono con
i punti nodali del reticoloo

Per calcolare i flussi soltanto nei punti nodali
& necessario introdurre delle formule di interpolazione
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che permettano di valutare 1 flussi nei punti P, in funzione

k
di quelli calcolati nei punti nodali adiacenti.

Per questo ci basiamo su quanto & stato fatto da H.B.
Keller [61.

La tangente Kk della caratteristica k—esima ¢ data da

Yy

N =

Se definiamo

|
—Q
b

il

(11ol) 8 —f\—ii

si possono presentare quattro casi:

| %, =1 se P € A_,
lekl > 1
ek < -1 se Pk € A+
(11.5)
0 < 9 <1 se Pk € B_
5| <
-1 < Sk <0 se Pk e B+

La valutazione di una funzione T nel punto Pk avviene mediante
le formule:

|

f(Pk) l&klék(Pi)+(1—l@ki)¢k(Qi) se P, € B,

o6
(11.6) f(Pk)

i

iekr @k(Pt)+(1— iek 1-1 )chK(P) se P, € A,

L'incremento della variabile Ek lungo la caratteristica k—-esima
€ dato da

Ax/«/1—Y12{ se P, € A,

(11.7) Ek(Q)—Ek(Pk)E{ ,
Az

fkl se Pk € Bi
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12, Metodo misto

Vladimirov [2] suggerisce per risolvere il sistema (10.10)
un secondo metodo che chiamiamo misto dato che utilizza il me-
todo delle differenze finite per quanto riguarda la variabile 2z.

Dopo aver discretizzato la variabile 2z : O = 2,<Z.+ee42
prendiamo in esame il generico intervallo 2z, £ 2 < 2z
Sia Znsq /2 il punto medio di tale intervallo; poniamo
¢k’m+1/2(x,y) = @k(x,y,zm+1/2) e approssimiamo la derivata che
compare nelle equazioni (10.10) con il relativo rapporto
incrementale. Si ottiene:

a<I>k.m+1/2(x’y> Y Qk.m+1<x’y)_¢k.m(x’y)

+
ox —_— z -2

41_Yi m+1 m

+

2 2 B
(1201) + ztk’m+1/2('\lx +y )Qk,m+1/2(xyy) =

=3 (NxP+3) By 7 (NP 4P )48 (Nx®+y°)

Sk, m+1/2 +1/2

k,m+1/2
<k=1’2,°.l,K )
. m=1,2,ooo,p"1

Facendo l'ipotesi che il flusso sia lineare in ogni intervallo

£ 2 <32 e precisam e
z, S S Zpeq ? P ent

(1202) 2¢k,m+1/2(x’y) = Qk’m(x’Y)+%’m+1 (x’y)

il sistema (12.1) assume la forma
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L) (x,y)
k,m+%§2 + [Zt (Jx2+y2) +
k,m+1/2

2|Yk| 1

* —5 , -z ] ?k,m+1/2(x’y) =
N1=y" “m+1 “m
k

2 2\= 2 2 2 2
=3 (Nx+y° ) (Nx“+y°)+S (Wx+y°) +
Sy, m+1/2 kym+1/2

2|y, | 1
+ __E_ ?k,l(x’y)
J1—Yi fm+4 "%

<k=1’2’ooo’K )
m=1y2,600yp—1i

dove

(1204)

Ponendo

(12.5)

2y 1
+ | k,

J1—Yi Zm+1 " %n

8i ha infine
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0% mq /p(%s7) T T,
o * z3°k,m4»1/2wx ) e mi /2 =

(12.6) -
= 3 (dx2+y2)¢h+1/2(dx2+y2)+8£’m+1/2(x,y)

Sk, m+1/2
<k=1,2,ooo,K >
m=1,2,000yp-1
Cioé per ogni k ed ogni m abbiamo ottenuto una equazione

formalmente simile alla (3.3) valida in geometria sferica
e pud quindi essere risolta in modo completamente analogoe.

E' da rilevare che nel metodo misto la condizione di con-
tinuita alle interfacce (10.4) non implica la continuita

del flusso nella direzione di integrazione, non si pud cioé
affermare che Qk,m+1/2(x,y) sia continuo rispetto alla varia-
bile x anche se nel procedimento di integrazione & necessa-

rio supporre che tale condizione sia verificatao
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(150L)

(@}
N
L=
VAN

2r

0 <9 < w2

Le condizioni al contorno sono

(X,y,9 V) =0 per 'g <V < g =
®(x,Y,9,¥) = 0O per T < ¥ € 2%

(13:5) 2(0,y,8,¥) = 0 per O < V¥ < g e g %< Y <2%
(x,0,9,¥) = 0 per O < V¥ < x

e la condizione di continuita alle interfacce

(13.6) &(x+s sin & cos V¥, y+s sin & sin V,9,V)

continuo rispetto ad s

Poniamo ¥ = cos ¥ ; discretizziamo la nuova variabile ¥ ,
0 < Y1 < 72 < 606 < YK < 1 e la variabile angolare Y ,

cms oas K .
0 <y, < wz eeo < wq < 2% (wl # multipli di 2) » In corri

spondenza di ogni valore Yy di Vv e wl di ¥ si ottiene, divi-

dendo per d1—y§ ’

0, (x,¥) 02 (x,¥)
k,1 . k,1'\"? _
cos ¥ % + sin wl ———47g7———,+ ztk(x,y)ék’l(x,y)
(13.7) -
= ZS Q(X’y) + Sk(x’y) (k = 1’2’000,K)
k

= 1,2,000,Q)

—
)
l

Le linee caratteristiche dell'operatore differenziale che
compare nelle equazioni del sistema (13.7) sono individuate da
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1= 13, (@) (e@)-(p)]

¢,(q) = 8,(P)) — *
Kl g 114~%ztk(PlQ)LE(Q)—€(P1)]

(15.10) 1/2[£(q)-&(?;) ]

1453, Le(@)-e(p))]

BENCOIEOR G EERCENCY)

7N
H =
o1

= 1,2,0.0,K>
1,2,ooo,q

dove

Ax/|cos wll per Pl appartenente ai lati
paralleli all'asse y

(13.11) &) - &(p;) =

Ay/)sin wll per P, appartenente ai lati
paralleli all'asse x

Per la valutazione di una funzione f nel punto Pl’ in

generale non coincidente con un punto nodale del reticolo,
si usa la formula di interpolazione

(13012) f(Pl) = (1-t)f(2)+tr(Q)

dove

Ax | . .
t = Ay]tgwll per P, appartenente ai lati
paralleli all'asse y

Av |
t = Z% lcotg Wl per Pl appartenente ai lati
~ paralleli all'asse x
A
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14. Esperienze numeriche

Sono stati realizzati dei programmi numerici che risolvono
il problema 1 e il problema 2 nelle varie geometrie trattate
precedentemente utilizzando le formule dello schema semplifica-
to. I programmi sono scritti in FORTRAN IV per il calcolatore
IBM 7090.

E' stata condotta una serie di esperienze numeriche si-
stematiche per confrontare il metodo Sn di Carlson [8] con il
metodo delle caratteristiche qui sviluppato.

Sono riportati i risultati ottenuti con questi due metodi.,
Per quanto riguarda il problema 1 & dato il valore dell'auto-
valore massimo in modulo, il "test di convergenza" del quale €

(e+1) _ 4 (e)
Q)

ed & tracciato il grafico dell'autovettore corrispondente.
Per quanto riguarda il problema 2 & tracciato il grafico

della soluzione della equazione (1.1) in corrispondenza di un

termine di sorgente prefissato.
Per accelerare la convergenza del metodo iterativo im-

piegato & stata utilizzata la tecnica di over-relaxation pun-
tuale; precisamente dato lo schema iterativo

AT - BE? 4+ g
esso viene modificato in

AT o (1-0)Ad” + w(BEM4S) 1 < w<?2
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Relativamente alla geometria sferica & riportato un grafico
che mostra come varia il numero di iterazioni necessarie per
raggiungere la convergenza al variare del fattore w di '

over-relaxation.

Nelle geometrie cilindriche sono stati usati due metodi
per integrare il flusso lungo la variabile angolare ¥ (coseno
dell'angolo formato da Q con 1l'asse z):

a) L'intervallo di integrazione & stato suddiviso in K sub-inter-
valli uguali A e come punti nodali sono stati presi i loro
punti medi con pesi % °

b) I punti nodali sono costituiti dagli zeri dei polinomi di
Legendre secondo la formula di quadratura di Gauss che ne
determina i pesi [8].

Le esperienze numeriche effettuate mostranoc perd che non

vi sono notevoli differenzefra i risultati ottenuti con questi
due metodi.
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Geometria sferica

e m——

1° CASO  Problema 1 N° REGIONT :
Regione Et Zs vzf
1 o29L6L6 256320  .0632589
2 0339836 0 313654 o0
11° cAsO  Problema 1 N° REGIONI :
Regione Zt ZS vEf
1 294646 0256320 06325589
2 0 339846 0 313654 00
3 02946LU6 256320  .06325589
L 0339836 0313654 «0
111° CASO Problema 2 ° REGIONI :
Regione Zt ZS Sorgente
1 0294646 0256320 10
2 2339836 313654  O.
3 029L6LE 0256320 1.

b 2339836 313654  O.
















56

Geometria cilindrica infinita

1° cas0  Problema 1 N° REGIONI
Regione Et ZS vZf
y 294646 0256420 «063%268¢
2 0 3398356 o 313054 .0
11° CASC  Problema 1 N° REGIONI
Regione Zt ES vzf
1 029U 6U6 0256320 «0632589
2 0 359836 e 31 3650 .0
3 . 294646 0256320 0032589
L ¢ 5358%6 o 51 5654 .0
111° CAiS0  Problema N° REGIONI
kegione Et ZS Sorgente
1 0 291646 0250920 1o
2 0 555836 05135654 Qo
% 0294646 02563520 1,
L 0539836 « 513054 Oo
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Geometria cilindrica finita

1° cAsO Problema 1 N° REGIONI : 2
Mz
28
41 94
[} L4
Iy 23 om
Regione Zt ZS vzf
1 0294646 0256320 . 0632589
2 0339836 o 313650 .0
11° cas0 Problema 1 N° REGIONI : L
.
om
29
4123 |4
(2] )L ~
6 14 2L 23 om.
Regione Zt ZS vzf
1 0294646 0256320 o
2 0339836 o 313654 Ne)
3 0294646 0256320 . 0632589

L 2339836 313654 o0
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