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ZUSAMMENFASSUNG

Durch Einfithren eines zusatzlichen Parameters F werden die bisher bekannten

[
\'erfahren zur Berechnung des Wirmeiibergangs auf die exponentielle Warmeflussverteilung
q =exp(mx) erweitert. die bei laminarer und turbulenter Str&imung mit linearem Druckab-
w

fall einen vom Ort unabhingigen Wirmeiibergangskoeffizienten ergibt. Bei der laminaren
Stromung langs einer cbenen Platte ergibt die einem Potenzgesetz q =xm gel’lorchende

w

Verleilung der Wiirmestromdichte eine mit  der Temperaturgrenzschichtdicke gebi]dele
orlsunabhéngige Nusselt-Zahl. Ein Nﬁherungsverfahren gestattet, diese Grenzschichtdicke
und damit die mit dem Abstand x von der Plattenvorderkante definierte Nusselt-Zahl
zu berechnen. Fiir den Ringspalt werden Gleicl‘lungen zur expliziten Berecl'mung des
Temperaturfe|des und der Nusselt-Zahl bei laminarer Strémung und konstantem Wamefluss
fir ein- oder beidseitigen Wirmeaustausch angegeben. Fiir den Fall turbulenter Strémung
im Ringspalt und lings Rohmbiindeln ermiiglicht eine Anpassung der von H. Reichardt fisr
das Rohr emittelten Vcdeilung der lmpu|saustauschgrésse die Bestimmung des Geschwindig-
keitsfeldes und des Rcibungskoef[izienten und damit die Li)'sung der Wérmeiibergangs—
gleichungcn. Die Ergebnisse der numerischen Auswertung werden fiir einen breiten Bereich
der verschiedenen Einﬂussgrésscn in Tabellen und Diagrammen zusammengesle"t und mit
expelimentcllen Ergebnisscn verglichen : Gescl’lwindiglteils-. Temperatur- und wandnomaler
Wirmestromdichteverlauf. Nusselt-Zahl und Mischungstemperatur. Zur Abschitzung der
thermischen Einlauﬂénge wird ein einfaches Berechnungsverfahren angegeben.

SCHLAGWORTE

HEAT TRANSFER TURBULENCE
TUBES NUSSELT NUMBER
PLATES PRANDTL NUMBER
LAMINAR FLOW REYNOLDS NUMBER
LIQUID FLOW
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BEZEICHNUNGEN

Temperaturleitfahiekeit, A/(gc )

Konstanten P

Spezifische Warme bei konstantem Druck

Durchmesser

Hydraulischer Durchmesser, 4S/U

Blasius-Funktion, Glg.(149)

Proportionalitatsfaktor, Glg.(171c)

Oberflache

Parameter der Wiarmestromdichteverteilung

Hilfsgrosse zur Berechnung von Fo

Massenstrom

Wandabstand bei parallelen Platten

warmedurchgangszahl :

Lange der wiarmetanschenden Wand stromab des hydrodyna-
mischen und thermischen Einlaufs

Exponent der WarmefluBverteilung

Konstanten, Glg.(R7) .

Verhdltnis der Wasserwerte (Gc ). bei Warmeaustauschern
Exponent der Geschwindizkeitsvgr%eilung, Gleg.(73a)
Konstanten

Nullelt-Zahl,bezogen auf die Temperaturdifferenz (-3 -8 ),
ad, /A wom
dtg., hezogen auf die Temperaturdifferenz (¥ -% ), « dhﬁk,
bzw. «d, /A bei der ebenen Platte v o o
Nuue]t-iahl bei konstantem Warmeflufl

Abstand der Rohrmitten beim Rohrbiindel

Péclet-Zahl, RePr:umdh/a

Prandtl-Zahl, upc /A

Vera]lgemeinertepPrandtl—Zahl, PrEh/C

- . m

Warmestromdichte

Wandnormale Warmestromdichte beim Ringspalt im Abschnitt j
(r.err_) hei Wiarmeiihergang am Zvlinder i
wirmestfomdichte an der Wand i

warmeflud

Radius, bei ebhenen Begrenzungswidnden Abstand von der
Stelle 09/dy=0

r an der Stelle du/dy=0

r an der warmeaustauschenden Wand, negativ fiir die Falle

r >k

BgyJ£Yés-Zah], u d, A

Aquivalente Rohr-Revnolds-Zah] bei nichtkreisformigem
Stromungsquerschnitt

Reynolds-Zahl bei der Plattenstromung, bezogen auf die
Lauflange x, u,xA

Wandstarke

Stromungsquerschnitt

Stanton-Zahl, ay(pu ¢ _)=Nu/(RePr)
Strbmunzsgeschwindiakgit in x-Richtung

Maximale Stromungsgeschwindigkeit

Mittlere Stromungsgeschwindigkeit
Zusatzgeschwindigkeit gegzeniiber der logarithmischen Ge-
schwindigkeitsverteilung
Schubspannunesgeschwindigkeit, VT‘/P

Umfang (benetzt)
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u* Verhdltnis aus dem Umfang U der benetzten Wand und U,
der wdrmeaustauschenden Wand, U/U, (s. Abb.1)

v Stromungsgeschwindigkeit in y-Richtung

w Reibungswiderstand

x Koordinate in Stromungsrichtung

Xp Bezugslange, Glg. (118)

Xe,Xf Thermische Einlaufldnge, Abb.4c

y Wandabstand

yt Dimensionslose wandnormale Koordinate, r/|r.|

z+ Dimensionsloser "Mitten"-Abstand von der Stelle du/dy=0

Griechische Symbole

o Wirmeiibergangszahl, qQw/(Syw—Om)

o, dto., bezogen auf die maximale Temperaturdifferenz,
q'/(éw-ﬂb)

d Dicke der Stromungsgrenzschicht

d, Dicke der Temperaturgrenzschicht

Ab Druckverlust

€h AustauschgroBe fiir Warme, Glg. (6b)

€m dto. fiir Impuls, Glg. (5b)

4 Reibungskoeffizient, Glg. (174)

n -Dimi?sionsloser Wandabstand bei turbulenter Stromung,
uty

~-Dimensionsloser Wandabstand bei der laminaren Platten-
stromung, Vug/(xv) y

NMp n an der Stelle q¢=qm
Ne n an der Stelle r=r¢
Mm»Mn Konstanten, Glg. (1,62,192)
Ns n am Schnittpunkt des E€g-Wand- und Mittengesetzes
2‘,1“ an der Stelle y=d bzw. y=dt
t emperatur
9 Schubspannungstemperatur, qy/(pcpu*)
9y, Mischungstemperatur
3, wWandtemperatur
3, Temperatur an der Stelle 99/dy=0
0 Dimensionslose Temperatur, (3;6v)/63 “Vw)
On Dimensionslose Mischungstemperatur, @3-— )/ (S0-9y)
O, w Dimensionslose Wandtemperatur, (Yw-Ywg)/(3oa-Ows)
Ox Dimensionslose Temperatur, ( dO.a)/(Sba-aha)
00 Dimensionslose Temperatur an der Stelle 99/0y=0,
S o-9wa)/ (9oa-Swa)
Konstante, Glg. (62)
Warmeleitfahigkeit

Dynamische Viskositat

Kinematische Viskositat, p/p

Spezifische Masse

Schubspannung

Wandschubspannung

Dimensionslose Geschwindigkeit in x-Richtung

Kennzahl der Wasserwerte bei Wdrmeaustauschern, Glg. (44)

S Ao <N

Indices

a Stelle x=xq=0

b Stelle x=x,~0

A Ringspalt

B Rohrbiindel

c Stelle du/dy=0
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AuBerer bzw. innerer Radius bei Rohren
-Mittelwert
-Molekularer Anteil

Turbulenter Anteil

Ebene Platte

Parallele Platten

Parallele Platten, symmetrischer Warmeaustausch

dto., asymmetrischer Widarmeaustausch

Rohr

wand

Stelle 09/J0y=0

~Stromungsquerschnitt 1 bzw. 2 bei Warmeaustauschern
-Wiarmeaustausch an der ¥Wand 1 (rpr]) bzw. 2 (r=r2) beim

Ringspalt

-Innerer (r,<r<r_) bzw. #duBerer (rc>r>r2) Ringspaltabschnitt
Gesamter Ri gspaftquerschnitt

Ungestirte Geschwindigkeit bzw. Temperatur bei der ebenen
Platte



DER WARMEUBERGANG IN GLATTEN ROHREN, ZWISCHEN PARALLELEN PLATTEN,

LKNGS DER EBENEN PLATTE, IN RINGSPALTEN UND LXNGS ROHRBUNDELE BEI

EXPONERTIELLER WXRMEFLUSSVERTEILUNG IN ERZWUNGENER LAMINARER ODER
TURBULENTER STROMUNG*

1. EINLEITUNG

Die Untersuchungen in den bisher erschienc¢nen Veriffentlichun-
gen iber den EinfluB der Warmeflulverteilung auf den Wirmneaus-
tauschkoeffizienten gehen entweder von speziellen Erfordernissen,
wie etwa der in Kernreaktoren vorhandenen naherungsweise sinus-
formigen FluBiverteilung oder von beliebig vorgegehenem Verlauf der
Temperatur hzw. Warmestromdichte aus /1,2,3,4/. In beiden Fallen
mufl dabei zur Berechnung des Warmeaustausches auf die Verfahren
der schrittweisen LOosung und Superposition zuriickgegriffen werden.
Daneben gibt es jedoch zwei wichtige Gruppen von thermischen Rand-
bedingungen, die eine gzeschlossene l.osunz zulassen: die in Warme-
austauschern vorliecende exponentielle Warmestromdichteverteilung
sowie die einem Potenzgesetz gehorchende WarmefluBlverteilung der
laminar angestromten ebenen Platte. Auf den erstgenannten Fall
haben bereits W.B.Hall und P.H.Price /1/ hingewiesen, fiir den Fall
der laminaren Plattenstromung wurden von E.M.Sparrow und S.H.Lin
/4/ exakte Losungen angegeben.

Mit Hilfe einer Ahnlichkeitshetrachtung wird in der vorliegen-
den Arbeit gezeigt, daB nur diese beiden Gruppen von Randhedingun-
gen die Forderung einer vom Ort in Stromunesrichtung unabhangigen
Warmeiibergangszahl erfiillen. Fir die wichtigsten bei Parallelstrom
vorkommenden Stromungsquerschnitte: Kreisrohr, Parallele Platten
als Grenzfall des Rechteckkanals, Ringspalt und Rohrbiinde]l werden
der Warmeaustausch bei laminarer und turbulenter Stromung berechnet.
Bei der ebenen Platte wird nur die laminare Strdmungsform behandelt.

Fur die Fdlle turbulenter KanalstrOmuneg wird das Analogieverfah-
ren des Impuls- und Warmeaustausches angewandt, wobei das Verhalt-
nis der AustaunschgroBien fir Wiarme ¢ und Impuls & als iiber den
Querschnitt konstant, jedoch nicht Rotwendigerweige gleich eins
gesetzt wird. Diese Vereinfachung, zusammen mit der insbesondere
bei nichtkreisformigen Querschnitten noch mit Unsicherheit behaf-
teten Kenntnis iuber die ImpulsaustauschgroBBe €_, beeintrachtigt die
Genauigkeit der Absolutwerte der zu berechnend®n Grofien, dagerzen
wird ihr Einflu3 beim Vergleich verschiedener Stromungsquerschnitte
und WarmeflufB3verteilungen -das eizentliche Ziel der vorliegenden
Arbeit- auf ein befriedigendes MaB zuriickgehen.

Fir den Verlauf der ImpulsaustauschgroBfe und der Geschwindigkeit in
Rohren und zwischen parallelen Platten werden die von H.Reichardt
/6 ,7/ angegehbenen Formeln ilibernommen, die auf Grund sorgfialtiger
experimenteller Untersuchungen und theoretischer Betrachtungen, be-
sonders in groller Wandnahe, aufgestellt wurden. Diese Formeln wer-
den fiir den Ringspalt und das Rohrbiindel erweitert. Im Gegensatz 2zu
Rotfus, Walker, Whan /8/ und R.V.Bailey /9/ wird dabei von einem
Ansatz iiber die Impulsaustauschgrofle ausgegangen. Dieses Verfahren
gestattet, den Radius verschwindender Schubspannung in Abhangigkeit
vom Radienverhdltnis und von der Reynolds-Zahl zu berechnen, widhrend
z.B. in der erstgenannten Arbeit dieser Radius demjenigen bei lami-
narer Stromung gleichgesetzt wurde, was experimentellen Ergebnissen
widerspricht /25/. Nach Kenntnis der Geschwindigkeitsverteilungen
lassen sich die Widerstandskoeffizienten fiir den Ringspalt und fiir
das Rohrbiindel bherechnen. )

*) Manuskript erhaltem am 10. Nirs 1969.
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Beim Rohrbiindel wird die bereits von Lyon /10/ eingefiihrte
Vereinfachung angewandt, die das Hexagon verschwindender Schub-
spannung durch einen Kreis gleichen Flacheninhalts ersetzt.
Dadurch erreicht man, daB die Stromung und der Wiarmeiibergang
fiir das Rohrbiinde]l aus den fiir die innere Hialfte eines (sog. zu-
geordneten) Ringspalts ermittelten Beziehungen berechnet werden
konnen.

Fir die laminare Plattengrenzschicht wird durch Integration der
hydraulischen und thermischen Grenzschichtgleichung, sowie unab-
hangig davon durch Anwendung des Impuls- bzw. Enercziesatzes, die
Schubspannung und Wdarmestromdichte in Abhangigkeit vom Wandabstand

berechnet.

2. HERI EITUNG ALIGEMEINER GLEICHUNGEN'*

2.1. VEREINFACHUNGEN UND ANNAHMEN

Die Berechnungen werden durchgefiihrt unter Vernachlassigung fol-
gender eventuell auftretender Einfliisse:

-Dissipation

-Kompressibilitat

-Strahlung

-Warmeleitung in Stromungsrichtung

-Temperaturabhangigkeit physikalischer Stoffwerte

-Uberlagerung freier Konvektion

-Abhdangigkeit des Verhaltnisses der AustauschgroiBen éh und
€. vom Wandabstand

-kXzentrizitat beim Ringspalt und Rohrbiindel

-Ungleichformigkeit der Warmestromdichteverteilung iiber den
Umfang

-Hvdraulischer und thermischer Einlauf

Fir die Verteilung der Impulsaustauschgrofie € werden folgende
Annahmen getroffen:

-Das Wandgesetz in der Form /6/:
€/v =20, [n/na-tenm/m )-(1/3)ten®(n/n )] (1)
mit 1 _=7,15 und#=0,4 gilt fir alle betrachteten Strimungs-

qucrs@hnitte im wandnahen Bereich
-Das Mittengesetz in der Form /7/:

£,/ M )= (®/3)(0,5+2*2) (1-2*2) (2)

gilt bei Rohren, parallelen Platten und im Abschnitt r _<rer

bei Ringspalten bis zum Schnittpunkt mit dem Wandgeseti Glgg(l),
dagegen wird es im Abschnitt r >r3r, bei Ringspalten und Rohr-
biindeln zur Anpassung an der Stelle r=r_ mit einem Faktor multi-
pliziert (s.Abb. 12 und Abschnitt 3.4.2°),

"*Die in diesem Abschnitt hergeleiteten Gleichungen gelten, von
wenigen Ausnahmen abgesehen, nicht fiir halbunendliche Stromungen,
Der Fall der langs angestromten ebenen Platte wird in Abschnitt
3.4 behandclt.
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2.2. FORMEIN FUR DEN WARMEUBERGANG

Die in diesem Abschnitt hergeleiteten Beziehungen haben die
von H.Reichardt fir das Rohr und fir die parallelen Platten bei
der thermischen Randbedingung 0 =konst. gegebene Darstellung /6/
zur Grundlage.

2.2.1. DIE TEMPERATURVERTEILUNG

Trennt man bei der Ubertragung von Impuls und Wiarme die durch
Molekularbewegung einerseits und durch turhulenten Austausch
andererseits betroffenen Anteile, so erhalt man:

T=T + T, =T (14T, /T ) (3)
9=q_+a,.=q_(1+q, /q_) (4)
Dabei ist:

T;p(‘}—“y{ (5a)
T = Plnay (5b)
Tw’“(%%)w ' (5¢)
q_--xg—;’ (6a)
A=A $2=-pc 6,3 (6b)
NP, (6¢)

Aus den Gleichungen (6a) und (6b) ergibt sich:

e S R @

Mit der von H.Reichardt eingefiihrten "verallgemeinerten" Prandtl-
Zah]:

Pr*-PrEh (8
e, )

geht Glg. (4) nach Einsetzen von Glg. (7) iiber in:

s (9)
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Das Verhaltnis ¢ /€& der in den Gleichungen (6b) und (5b) defi-
nierten Austausc"grﬁﬂen fur Warme ¢ und Impuls ¢ ist eine Funk-
tion der GroBe e!/v und der Prandtl-Zahl (/11/,AbB.13), bzw.,wenn
man den in ¢ /v Implizit enthaltenen Wandabstand und die Revnolds-
Zah] herauslsst, eine Funktion des Wandabstandes, der Reynolds-
und der Prandtl-Zahl. Damit hadangt aber auch die verallgemeinerte
Prandt1-Zahl Pr* von diesen GréBen ab, sie ist also im Gegensatz
zu Pr kein reiner Stoffwert mehr. Wie im vorausgecangenen Abschnitt
angegeben, wird die Abhédneigkeit der Grofle eh/cn vom Wandabstand
vernachlassigt.

Die Austauscherofie fiir den Impuls ergibt sicu aus den Gleichungen
(3), (5a) und (5b) zu:

8- rt T
VT, pderay) " ! | (10)

Fiir das Temperaturfeld erhalt man aus den Gleichungen (6a), (6c)

und (9): )
39 (3 a/q..
'3§4E§)w 1+Pr*T?:/V) (11)

Es erweist sich nun als zweckmaflig, die folgenden dimensionslosen
Koordinaten einzufiihren:
3-8,
=33, (12)

ow

+.r
y = (13)
lrw|
Hierbei bedeuten r den Radius bei kreiszylindrischen bzw. den
Abstand von der Stelle 09/dy=0 bei ebenen Begrenzungswinden und
|r,| den Betrag von r an der widrmetauschenden Wand (Abb.1).Die

voFzeichenbehaftete GroSe ry nimmt fir die einzelnen Stromungs-
querschnitte folgende Werte an:

d/2 -Rohr

h/2 -Parallele Platten, symmetrischer Warmeiibergang
h -Parallele Platten, asymmetrischer Warmelibergang
d, -Ebene Platte

-ri -Ringspalt, Warmeiibergang am inneren Zyvlinder

ro -Ringspalt, Warmeiibergang am duBleren Zvlinder

-r -Rohrhiindel
Die Integration der+Gleichung (11), beginnend an der wirmetau-
schenden Wand (y*:ywci; 8=0) ergibt:
y
_ae)/ a/a,, +
9-(3;:' I+F}¢(£-79) dy (14)

1

Den Proportionalitatsfaktor (300/9y*) erhdlt man aus der Be-
dingung O(y*=y})=1 v :

(13)

&)
Tt
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und nach einer Zwischenrechnung folgt fir den Temperaturverlauf:

q/a_ .
/1+Pr"‘(c:‘/v ydy

>

Yo .
e =1- y (16)

a/a, .
JhPr"’(c./v e

2.2.2. DIE WARMEUBERGANGSKENNZAHL Nu

Die NuBelt-Zahl
Nu =1‘% (17)

148t sich aus den Gleichungen (6c¢), (12), (13), (15) und

= (18)

w 'm
unter Beachtung von
Yy = rwtr

(Minus-Zeichen in den Fdllen a, c, e, f, g, Plus-Zeichen in
den Fdllen b und d der Abb. 1) berechnen zu:

d, /r_[0© d, /r
b '(zv—*): — (19)

m o Q/qw .
m 1+Pr - v y

Bei laminarer Stromung entfdllt in den vorausgegangenen Glei-
chungen der Ausdruck Pr*(e-/v).

Nu =-

- 2.2.3. MISCHUNGSTEMPERATUR UND MITTLERE GESCHWINDIGKEIT

2.2,.3.1. KREISZYLINDRISCHE WANDE

Die Definitionsgleichung der Mischungstemperatur

9 -
O - 3;:;? (20)

o w
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lautet (Abb. 1):
% ( 1-y°“‘2 )p-e- = y] zxy"p edy"

Daraus erhalt man:

2 4
+ ..+
9- = W[ﬁy dy (21&)

Yo
Ersetzt man in dieser Gleichung 6 und 6_ durch eins, so ergibt
sich die mittlere Geschwindigkeit gp_:

Pa =(T572) / py'dy” (22a)
Yo

2.2.3.2. EBENE WANDE

Analog zu vorstehender Herleitung gilt hier:
+ +
(1-v,7 )90 = jpedy
Yo

In den hier in Frage kommenden Fallen der parallelen Platten

(Abb. le und 1f) ist y°+ =0 und somit wird:
o, = =1 [poay* (21b)
n P p
sowie 4 .
fu - /de (22b)

Bei der ebenen Platte ist es giinstiger, die NuBelt-Zah]l auf die
maximale Temperaturdifferenz (9,-9,) als auf (3_-9 ) zu beziehen.
Dies entspricht einer Mittelwerthildung im Bere ch™ 0<y<oo und
nicht, wie oben definiert, in den Grenzen Ogy<d, . Unter dieser

Voraussetzung wird em seozp. -pcal.

2.2.4. DIE WANDNORMALE WARMEFLUSSDICHTEVERTEILUNG

Aus einer Betrachtung iiber die Warmebilanz folgt, dafl der
durch eine wandparallele Schicht der Lange dx hindurchtretende
thermische FluB gleich der Enthalpiednderung des Massenstromes
zwischen dieser Schicht und der Stelle d8/dy=0 ist.
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2.2.4.1. KREISZYLINDRISCHE WANDE

Die Bestimmungsgleichung fir q lautet:
» .
2uy*qu = pcp /2!fh%%dxdy+
Yy

Fir die WarmefluBdichte qy an der Wand ist y+ durch y'*=1 zu
ersetzen, was nach Einfiihrung von p=u/u_ folgende Gleichung fir
die dimensionsbefreite wandnormale Iﬁr-SstrOIdichteverteilung
liefert: ¥

p %‘,’; ytay®*
g. - %‘ (23a)
w Y*[ p 2 v*dy*

2.2.4.2. EBENE WANDE

Hier gilt fir die Schichtbreite 1 :
yO

+
qdx = QCp /ug dxdy
y’
und das Warmestromdichteverhaltnis wird unter Beachtung von

yo*-O : y*
[p Eav*
o

" g

Der axiale Temperaturgradient 39/0x wird im folgenden Abschnitt
berechnet, die endgiiltigen Gleichungen zur Berechnung von q/q'
sind daran anschlieBend aufgefiihrt (Glg. 53a bzw. 33b).

(23b)

2.2.5. DER _PARAMETER DER WARMEFLUSSVERTEILUNG

Aus Gleichung (19) ist zu ersehen, da die Kennzahl der Wirme-
tibertragung Nu fiur einen speziellen Fall der Konfiguration, Re-
und Pr*-Zahl (bei laminarer Stromung entfiallt der EinfluB von Pr
und Re) nur dann in Stromungsrichtung konstant ist, wenn die di-
mensionslose Temperaturverteilung 6(y*) x-unabhidngig ist, oder
mit anderen Worten, wenn die Temperaturprofile 4 in Stromungsrich-
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tung dhnlich sind. In der folgenden Betrachtung wird gezeigt,
unter welchen Voraussetzungen diese Bedingung erfiillt ist. Zur
Veranschaulichung werden dabei die Vorgidnge langs eines War-eaus-
tauschers herangezogen.

In den Abblldungen 2a-2f sind die Temperaturen 4, an
der Wand sowie 0 und 992 der beiden wiarmeaustauschenden ledlen
~ fur verschiedene eerha]tnlsse der Wasserwerte und der Stromungs-
richtung uber der Lauflénge x/1 aufgetragen. Die zugehorigen Kurven
(6x)1= f(x/l,y ) zeigen fir den Stromungsquerschnitt 1 des Warmeaus-
tauschers eine ortsabhidngige, dimensionslose Temperaturverteilung,
die wie folgt definiert ist:

9 -9,
6. (T.v") = 5 (24)

oa “wa .

Bei Kongruenz der Temperaturprofile 6(y"') =(3-9y)/(3,-9y) gilt unter
Beachtung des dann vorliegenden Zusammenhangs 9(y+)=9 x/1=0,y%):

ox(F,y") = coso (25)
mit
c(}) = a /a,, (26a)
und
9_-9
8, (P - 6,(F.1) - \—,;i’—s:’f (27)

Fihrt man weiterhin

x x _ +v Yo Vya
850(T) = (T, )= —T . (28)

Y5a"Vwa
ein, so erhdlt man aus den Gleichungen (25) und (26a) fiir y+-y°+

c(}) = 6,,-6 - (26b)

und damit wird:

ox(§,y+) = (8,,-6,.)0+0 (29) .

Zur Berechnung der wandnormalen Warmestromdichteverteilung
q9/q, ist nach Glg. (23a) und (23b) die Kenntnis des Temperaturgra-
d1enten in Stréomungsrichtung 39/9x notwendig. In der dimensionslo-
sen Form lafit slch diese GroBe aus Glg. (29) berechnen:
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J0 de de
-0 .o
8(-[) a(y) a(y)
aex de_ de .
~ = - (1-0) + 0 (30)
a(T) dGT) dexo

Aus Glg. (19) folet, daB die NuBelt-Zahl Nu nur dann unab-

héngig von x ist, wenn auch aq/q, x-unabhédngig ist. Da bei der Be-
rechnung des Quotienten q/qy nach Einsetzen von Glg. (30) in Gle.
(23a) bzw. (23b) der Faktor dOy,/d(x/1) herausfdllt, ist die vor-
genannte Bedingung erfiillt fur:

de a3 i
X¥ . —¥ . konst. : (31)

dexo dﬂo

Fir den Differentialquotienten d%,/d¥%, und den mit ihm zusammen-
hangenden Ausdruck dﬂw/dﬂ. werden folgende Abkiirzungen eingefiihrt:

a9 .
F = —~ = konst. (32a)
(o) d'\9°
das
F_ = —2 - konst. (32b)
™
dd

Die GrioBen F, und Fg sind iiber die mittlere Temperatur Oy mitein-

ander verbunden:
Unter Beachtung der Gleichungen (32a) und (32b) folgt aus Glg.(20):

F /F_-F
o/ " m o
9. = —i:'.ro—— (33)
und durch Usformung: 1
F = (34)
®  1+(1/F -1)/8,
1
F_ = (35)

" 1.(1/F -1

Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 3 dargestellt. Dabei sind
die um die Schnittpunkte der beiden orthogonalen Asymptotenscharen
Fm=1/(1-6p) und F¢=-6,/(1-6y) rotationssymmetrisch verlaufenden
Kurvenabschnitte weggelassen, da fir sie Fo/F.-dﬁi/déb-co ist, was



einem Bereich von untergeordnetem technischen Interesse entspricht,
wie die nun folgenden Erlauterungen zeigen. Mit zunehmender Annahe-
rung an die Asymptote Fo=-04/(1-05) strebt infolge von Fgp—e-@ die
Mischungstemperatur 8,(x) einem konstanten Wert zu. Dies bedeutet
aber,+da8 der Warmeiibergang und damit auch der Temperaturgradient
de/dy” an der Wand gegen null gehen. Mit noch héheren negativen
Werten des Parameters F,, d.h. fiir F;<-64/(1-6m), ist eine Umkehr
des Temperaturgradienten an der Wand verbunden (s. Abb. 4a):de/dy%oO.
Das Temperaturprofil 6 nimmt mit zunehmendem Wandabstand zunﬁchit
negative Werte an, durchlauft an der Stelle, die hier mit y*=ym
bezeichnet werden soll, ein Minimum, um anschlieBend S-formig bis
zum Wert O,5=1 anzusteigen. Die Realisation der so beschriebenen
femperaturverteilungen mit zwei horizontalen Tangenten ist jedoch
an die Erfiillung gewisser Vorbedingungen gekniipft. Wie leicht ein-
zusehen ist, konnen derartige Temperaturprofile nicht unmittelbar
aus einer Anstromung mit iiber den Stromungsquerschnitt ausgegli-
chener Temperatur 0(x,y)=ﬂma=konst.,wie dies im allgemeinen strom-
auf des Beginns der Warmeubertragung vorliegt, entstehen: Ein sol-
cher Vorgang wiirde ja bedeuten, daB im Bereich y,...y ein Teil
der Fliissigkeit sich auf Kosten einer entsprechenden Rbkﬁhlung des
restlichen Teils erwarmen wiirde, was dem zweiten Hauptsatz der Ther-
modvnamik widerspricht.

Die Temperaturverteilungen fiir F,€ -8p/(1-0) sind jedoch nicht
grundsatzlich auszuschlieflen, wie die Beispiele mit Richtungsumkehr

der Wérmeggertragung heweisen: (bergang von Heizung zu Kiihlung und
umgekehrt”™ " .In diesen Fdllen werden sich nach einer Ubergangsstrecke
(vergleichbar mit dem thermischen Einlauf) wiederum @hnliche Tempe-
raturprofile der geschilderten Form einstellen, falls die WarmefluB- -
verteilung einen konstanten Wert der GroBe F,=d®,/d8; < -64/(1-6m)

ergibht oder einem solchen zustrebt.

Die Mischungstemperatur sh des Temperaturprofils Si(xg,y) am Ende der
Ubergangsstrecke (x=x,) éngert sich in dem Gebiet yo*...yn*, x>xg nicht
mehr, wdhrend die Temperaturdifferenz |9,-3 | stetig abnimmt. Mit anderen
Worten: Das Temperaturfeld am Ort der Richtungsumkehr muB3 in Bezug

auf den anschlieflenden Wiarmeaustausch geniigend hohe Temperatur-
differenzen aufweisen, da es sich im Gebiet Yot..¥m , lUber dessen Grenzen
hinwegr definitionszemdB kein Warmeaustausch stattfindet (der lempe-
raturverlauf hat bei yo*und ym+ horizontale Tangenten), nur um einen
Femperaturausgleich handeln kann: (x,y)-ﬂmg. Ist diese Bedingung

nicht erfiillt, so ergibt sich nach der Ubergangszone der Fall mit

Fo> -6p/(1-8m). Das technische Interesse der WarmefluBverteilungen mit

Fo < -8p/(1-8y) ist eering, wenngleich die Realisation sowohl bei auf-
gepragtem FluB als auch bei Warmeaustauschern moglich ist. Eine Aus-
nahme hiervon bildet die Grenzhedingung Fo=-6p/(1-8m). Das dafiir be-
rechenhare Temperaturfeld stellt die sich asymptotisch ergebende Lo-

sung fiir den haufig auftretenden Fall dar, daB nach Beendigung eines
beliebig gestalteten Wiarmeaustauschs die anschlieBenden Wande warme-
isoliert sind. Als Beweis fiir die Richtigkeit dieser+Aussage genugt es
dabei zu zeigen, daB die Temperatur an der Stelle yp (0%/0x=0) identisch
mit der Mischungstemperatur ist (wegen & x,y)-=¥y,). Dieser Nachweis
ist einfach zu erbringen: Aus Glg.(30) folgt unter ﬁeachtung der Glei-
chungen (31) und (32a) 6(y =ypn*)=Fy/(Fo-1) und nach Einsetzen von
Fo=—-08p/(1-6y) ergibt sich 6(yn*)=6py. Zur Berechnung des Abklingens der
Temperaturverteilungen in Stromungsrichtung reicht die Kenntni§ der
GroBe F,=d®,/dd, allein nicht aus. Das Temperaturfeld 9,(x/l,y ) kann
jedoch mit Hilfe des Temperaturgradienten d0/dy  fiir y+=yn+ bestimmt

¥ Dieser Fall liegt z.B. auch vor bei Vorzeichenwechsel der
Temperaturdifferenz ¥y bei der langsangestromten ebenen Platte,
wobei der Ort mit verschwindendem Wirmeaustausch (39/0y)y=0 strom-

auf der Stelle mit ®y=d. liegt, wie H.Schlichting /26/ am Beispiel
des linearen Verlaufs der Wandtemperatur bei laminarer Stromung zeigt.,
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werden. Die Durchfiihrung dieser Berechnungen geht jedoch iiber den
Rahmen der vorliegenden Untersuchungen hinaus und ist daher einer
spateren Arbeit vorbehalten.

In Fortsetzung der hier interessierenden Wiarmeaustauschbedingungen
wird nachstehend die Berechnung des Parameters Fp hergeleitet. Aus
Glg.(18) £ :

16-(18) folgt: g as_  d(a /)

a® a4
1 1 1

Der Warmeiibertragungskoeffizientoa ist nach der gemachten Voraus-
setzung konstant, folglich gilt:

9, /e

b —————
a9, ad@m/d(l-),

Uy

Durch Einfihrung der Stanton-Zahl

«Ut ad
St = —%— - = (36)
PUme 4qw d(aﬁ
erhalt man
1 dq /d(é—)
Fo=1+ L h (37)

4 St Qw

Do gemad Gleg. (35) auch die GroBle F konstant ist, folgt aus

Gle. (37) das wichtige Ergebnis, daBl von der Lauflange x unabhan-
gige Nullelt-Zahlen nur bei denjenigen Harmestromdlchtevertellungen
zu erwarten sind, fir die

da,/aG-)
h . konst. = m (38)

U

ist. Die Integration von Glg. (38) ergibt:

XA,
W d(3)
ay - dp,
o
Q, . em(x/dh) (39)
qwa

Bei der Herleitung der vorstehenden Beziehungen wurde keine Voraus-
setzung iber die Stromungsform gemacht, sie gelten also sowohl fiir
laminare als auch fir turbulente Stromung. Im Gegensatz hierzu gibt
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es fiir den Fall des Warmeiibergangs an einer ebenen Platte ortsun-
abhidngige Nu-Zahlen nur bei laminarer Strimung, wie in Abschnitt
3.4.3 gezeigt wird.

Setzt man Glg.(38) in Glg. (37) ein, so erhdlt man die GroBe Fyg
fir den Fall, daB der Wiarmeflufl aufgepragt ist:

m vt
(40)

m 4 St

Die Integration dieser Gleichung ergibt unter Beachtung der Glei-
chungen (18), (32b), (33), (36) und (39) den zugehorigen Tempera-
turverlauf der Wand:

=%, 4
dwSva - (14 Si) (1_emx/dh) (41a)
ﬂha‘swa m U
oder in der Form
1-e™</dh 4 St mx/dp
exw = T/Fo_ = (1 + I;—U:;':) (1-e )9- (41b)

Bei Warmeaustauschernliegt die nach Glg. (39) reforderte exponen-
tielle WarmefluBliverteilung stets vor: fuhrt man in bekannter Weise
die Kennzahl y fiir die Wasserwerte G¢, und die Warmedurcheangszahl

k ein, so laft sich daraus die Differenz der Mischunestemperaturen
der beiden warmeaustauschenden Medien in Abhangigkeit von der Lauf-
lange x angeben:

Om2 Y1 e~ VKF . (42)

ﬁhza-ehla )

Die Grofle F bedeutet die Oberflache der Trennwand bis zur Stelle
x auf derjenigen Seite, auf die auch q, und k bezogen sind. Die
GroBen k und ¥y sind wie folgt definiert:

q
kK = wi (43)
m2 “mil
1 1 1
Yy = + = (1+M1) (44)

Gt cp1 Go cp2 Gy cp1

In der Abktirzung ~

. + G] Cp1
M, = = < (45)
G2 cp2

gilt das Plus-Zeichen bei Gleich-, das Minus-Zeichen bei Gegzenstrom.



Bei kreiszylindrischer Trennwand (Rohrbiindel- und Ringspalt-
wirmeaustauscher) berechnet man k aus Glez. (46a), bhei ebener
Trennwand (Plattenwdrmeaustauscher) aus Gle. (46bh):

re re re 1
1/1( = 1/“9 + rwln(;T)+ ‘r—l- ?ﬂ_ (468)
1/k = l/otz + S/Aw + 1/, (46h)

In Glg. (43) wird der Wiarmeiibergang in Kanal 1 betrachtet, in

Glg. (46a) ist k auf die Oberflache F mit dem Radius re hezogen.
In den entsprechenden Alternativfallen sind lediglich die Indices
1l und 2 bzw. e und i zu vertanschen, was auch fir die weiteren Be-
trachtungen gilt.

Wie man sich mit Hilfe der Gleg. (43) iiberzeugt, ist der Aus-
druck auf der linken Seite der Glg. (42) identisch mit der Wirme-
fluBlverteilung q/qy ldngs der Wand. Daher gilt:

q

q“ = e YKF (47)

wa

Durch Vergleich mit Glg. (39) folgt unter Beachtunez von F=wa und

dh=4s/(u+u ):

- Setzt man die Gleichungen (48) und (44) in Glg. (40) ein, so er-
gibt sich die GréBe Fpi fir den Kanal 1

S
F, =1 -k<%—7§——-) (1 + M)
m1 t cp 1 1

Der Quotient (S/StGec.)1 ist identisch mit 1/&q, was zu folgender
Gleichune fir die Bepechnung der Hilfsgrote F,q1 bei Warmeaus-
tauschern fihrt:

Fag = 1 - = (1 + M) (49)

mi o

Die in dieser Gleichung sowie in Glg. (34) enthaltenen GroBen
k,x und 6, hidngen von dem gesuchten Wert Fo ab, dieser mul daher
durch Iteration bestimmt werden.

Eine zweite, anschauliche Herleitung der Gleichung (49) ist im
Anhang A.2.2.5.1 wiedergegeben.
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Spezielle WarmefluBdichteverteilungen:
a) Konstanter WarmefluBl

Hier gilt:
F =1
o
F =1
m
m=20

Der Fall q,=konst. ist im Gegenstromwarmeaustauscher unter der
Bedingung Glcp,-Gch, realisiert, wie aus Glg. (49) oder Abb.
2d hervorgeht.
b) Konstante Wandtemperatur

Mit dﬁ;:O wird

Die Randbedincung Gwzkonst. erhalt man gemaB Glg. (40) bei aufge-
pragtem FluB mit dem Exponenten

m=- 4 St/ut (50)

und fiir Wiarmeaustauscher bei Gleichstrom (Abb.2b) mit den Wasser-
werten

G, ¢
1 pl o 1 (51)
G2 cp2 k

Fir den Fall, daf3 der Quotient s/A aus Wandstarke s und Warme-
leltzahllu der Wand genigend k]e1n ist, wird o4=2k und damit

Der in Glg. (30) enthaltene axiale Temperatureradient
dOy,/d(x/1), dessen Kenntnis bei der Berechnung von q/qw aller-
dings nicht notwendig ist, soll aus Grinden der Vollstandigkeit
hier noch aufegefiihrt werden. Er 1aft sich aus den Gleichuncen
(25), (26a), (26b), (2R), (35), (38) und (40) berechnen (s. Anh.
A.2.2.5.2 ) zu:

a0, me™(x/dh) _4510,(8,,0,,) (520
d(x/d,) 1-F, [F +(1-F )6 _Ju*

Der lokale Temperatureradient 39 / d(x/d,,) ergibt sich durch Ein-
setzen der Gleichungen (31), (32a) und (gaa)in Glg. (30) zu:

L _ 4st(e, -0 )
d(x/d,) o +(1-6 )EJu*

6+ (1-0)F] (52b)
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Die Gleichungen (23a) und (23b) fiir den wandnormalen Wirmestrom-
dichteverlauf gehen damit in ihre endgiiltige Form iiber:

a) Kreiszylindrische Winde

q F +(1-F _)e| y*dy*
_— " p [ O+ [¢) ] " " (ssa)
a, y' [P [F,+(1-F )6]y*ay
b) Ebene Wande
y.
q ./9[F0+( 1—F0)9] day* (53b)
a, jg; [Fo+(1-F )6] ay*

Aus diesen beiden Gleichungen ist die wichtige Tatsache zu ersehen,
daB nicht allein der Verlauf der Wiarmeflulldichte q, langs der Wand
und damit direkt verbunden der Verlauf der Mischungstemperaturen
m) sondern zusidtzlich die Art und Weise, in der sich die lokalen

axialen Temperaturgradienten in der Fliissigkeit einstellen, den
Warmeiiberzangskoeffizienten mitbestimmen. Wenn im Folgenden die
dieses Zusammenwirken eindeutig beschreibende Groéfle F,=d¥y/dY,=konst.
trotzdem nur mit "Parameter des WarmeflufBlverlaufs" bhezeichnet wird,
so hat dies in der Bevorzugung eines einfachen Ausdruckes seinen
Grund.

In den speziellen Fidllen ¥ =konst.(F,=0) bzw. gquw=konst.(F,=1)
vereinfachen sich die Ausdriicke in den eckigen Klammern zu © bzw.
1. Daraus geht hervor, dal der wandnormale Warmestromdichteverlauf
q/qw bei konstantem WarmefluBB liangs der Wand unabhangie vom Tempe-
raturfeld 6 und damit auch bei turbulenter Stromung unabhhangig von
der Prandtl-Zahl ist. Die Berechnung des Temperaturverlaufs laBt
sich dadurch ohne Iteration durchfiihren. Der Einfluf der Prandtl-
Zahl auf das Temperaturfeld und damit auf die NuBelt-Zahl bleibt
Jedoch auch in diesem Fall erhalten, wie aus den Gleichungen (16)
und (19) hervorgeht.

In den vorausgegangenen Berechnungen wurden die Bedingunegen fiir
x-unabhangige NuBlelt-Zahlen mit Hilfe desjenigen Verfahrens herge-
leitet, das im Hinblick auf eine numerische Anwendung zu vorteil-
haften Gleichungen fiihrt. Zu den gleichen Ergebnissen gelangt man
Jedoch auch unter Beschrankung auf die Energiegleichung, wie die
folgenden Ausfiihrungen zeigen. Der Cbersichtlichkeit wegen soll
hier nur die laminare Stromung betrachtet werden, die SchluB3folge-
rungen gelten jedoch auch bei turbulenter Stromung. Die Energie-
gleichung lautet in Zylinderkoordinaten:

u 3% oV 1 0%
+ - — (54a)

ad& 32 ror
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Die Ahnlichkeit der Temperaturprofile wird wieder vorausgesetzt.
Die Energiegleichung geht dadurch unter Beachtung der Gleichungen
(13), (24) und (29) iiber in

2

u 90 1 a“eg . 1 98
=73 2
da &x/da,) r9y'S r Sy* 3y’
und
ur_ de ae_, a2e 1 dae
L X0 [(1-9) + 9] = 5+ 3 3 (54b)
a(d,/r (8, -6 ) d(x/d}) e, dy y* ay

Da © vcreinbarungsgemaB nur eine Funktion des Wandabstandes ist,
folgt:

dex
¥ - konst. = F
de °o
X0
sowie 1 dexo
= konst. = m1
Oy 0~ Oxw 9(x/dy)

Die Integration dieser beiden Gleichungen ergibt:

e M (1-F, )x/ay

_F‘o
e =
xo 1-F
o
0 - () ()
Xw
1-F
o

Durch Umgruppierung der Konstanten: m1=m/(1-F,) erhdlt man daraus
die Beziehungen (39) und (41b).

Damit 1aBt sich nun die Differentialgleichung fiir die Tempera-
tur 6 bei laminarer Stromung angeben. Durch Einsetzen der Glg.(52a)
in Gl1g.(54b) und Umformung mit St=Nu/RePr) folgt unter Beachtung
von Nu=-(d,/ry)(d6/dy*)w/6y (s.G1g.19):

da%e 1 de 4 (de) p F +(1-F )0
w

+— -
ay*%  y*t ay? (@/r)u* P, F+(1-F )o_

- =0 (54¢)
dy
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Fiir ebene Winde entfillt das Glied (d6/dy*)/y*. Die Randbedin-
gungen lauten: O(y*=y,*+)=0 und 6(y*=yo+)=1, der Ausdruck
(p/hﬁ»@Uﬁ&/nw) ist beim Rohr durch 4(1-y*2), bei parallelen Platten
und symmetrischem Wirmeaustausch durch 1,5(1-y*2) und bei asymme-
trischem Warmeaustausch durch 6y+(1-y*) zu ersetzen. '

Fiir den Fall konstanter Wandtemperatur laBt sich die Gleichung
(54c) noch vereinfachen. Die Substitution 0,=6Q:(%-0y)/(%n-Yy)
fihrt mit F,=0 zu .

2
d Oa . 1_ dea ) 4 li (dea) 6 -0
dy+§ y+ dy+ (dy/"w)U+ pm dy+ . a

wobei die Randbedingung an der Stelle des Temperaturmaximums nun
9(y*=yo+)-1/em lautet. Die LGsung 0a=f, (y*,0y) liefert noch Aus-
filhrung des Mittelwertes Opa=f, (By)=1 gemaB Glg. (21a) bzw.(21b)
die Bestimmungsgleichung fir 6, und damit die endgiltige Losung
fir das gesuchte Temperaturprofil 0=f, (y*,0y) Op=f3 (y*).

Eine anschauliche Deutung des Parameters FpeinschlieBlich des-
sen Einflufl auf den Warmeubergang, kann auf folgende Weise gegeben
werden: in Abb.2 sind die verschiedenen charakteristischen Werte
bzw.Bereiche von Fy und deren Realisation in Warmeaustauschern
dargestellt. Den foclgenden Betrachtungen sei die Stromung zwischen
zwei parallelen Platten zugrundegelegt, um die in diesem Zusammen-
hang unwichtigen EinfliiBe veranderlicher Schichtoberflache, durch
die die Warme flieBBt, auszuschalten. Das Verhdltnis aus Wiarmefluf}
und WarmefluBdichte ist also in jedem wandabstand gleich grof
(=der betrachteten Wandoberflache). Die Reihenfolge in Abb.2 ist
so gewahlt, daB F, fir den Stromungsquerschnitt 1, beginnend von
negativen Werten in Abb.2a, ansteigt. Die weiteren Uberleguncgen _
zeigen nun, daB auch die auf die Temperaturdifferenz ($w-~ %) bezo-
gene NuBlelt-Zahl Nug in diesem Sinne zunimmt. Betrachtet man z.B.
Abb.2a, so ist darin zu ersehen, daB es im Stromunegsquerschnitt 1
wandnahe Schichten gibt, die der konvektiven Warmeiibertracune
entgegenwirken : Fir sie nimmt bis zum wandabstand yp, der
durch 08/90x=0 definiert ist, der Quotient q/(09/dx) nezative Werte
an. Dies bedeutet aber, daB sich diese Schichten trotz Wirmeabgabe
der Wand (qw>0) in Stromungsrichtune abkiihlen und die damit verbun-
dene Enthalpieabnahme zu einem zusatzlichen Warmetransport in das
Gebiet y>y, fiihrt. Die wandnormale Warmestromdichte q/qy, fiir die
an ebenen Wdnden infolge p=0 stets anch (d(q/qw)/dy*)w=0 gilt,nimmt
dadurch zundchst Werte groBer eins an, durchlduft mit zunehmendem
Wandabstand y einen Wendepunkt und erreicht an der Stelle yp (bzw.
Yn*) ihren Maximalwert, von dem aus sie bei yo, definitionsgemdl
auf null absinkt.

Mit ansteigenden Werten F, verringert sich der Bereich mit
q/(d0%9dx) <0 und fiir positive Werte des Parameters F, gilt im gesam-
ten Stromungsquerschnitt q/(39/0x)0.Die wandnahen Stromunegsschichten
beteiligen sich in zunehmendem MaBe am konvektiven Abtransport der
Warme, wodurch der wandnormale WarmefluB8 rascher abklingt und ent-
sprechend auch der EinfluB des effektiven Wirmeleitvermigens
Aefrr=A+At=q/(39/dy), dessen Inanspruchnahme ja der Uberwindung eines
Widerstandes entspricht, zuriickgeht. Die Folge davon ist eine Ver-
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besserung der Wirmeciibertragung, ausgedriickt durch die Erhohung der
NuBelt-Zahl Nug, . Formal driickt sich diese Tatsache darin aus, daB
der Flacheninhalt unter der q/q, - Kurve, der ja gemaB Glg.(19) ein
Mafll fiir die NuBlelt-Zahl ist, abnimmt (bei laminarer Stromung besteht
reziproke Proportionalitit). Mit steigender Prandtl-Zahl geht der
tinflul von Fg auf Nu, zurick, da der Wirmeiibergang in zunehmendem
MaBl von den Vorgingen in unmittelbarer Wandnidhe bestimmt wird.

{ber dic Grenzwerte der NuBlelt-Zahl Nu, fir Fy—e too lassen sich
qualitative Aussagen machen, ohne auf den detaillierten Rechnungs-
gang oder auf numerische Ergebnisse zuriickgreifen zu miissen. Fir
Fo=d%y/d9,—=+00 folgt aus den Gleichungen (34), (40), (45) und (49):
m=45t0._./( 1-68n) bei aufgepragtem Wiarmeflul und (&cp) /(ch)g =
1+0§ﬂd?)6m/(1—9m) bei Wirmeaustauschern (Gegenstrom;. Der letztge-
nannte Kall ist in Abb.4c dargestellt. Da sich Fp bei der Zunahme
von F, asvmptotisch dem Grenzwert Fp=1/(1-8p) nidhert, streben auch
8, und Nuy asvmptotisch Maximalwerten 6p_pax und Nug_p zu. Die sich
an F =d$,/d8,=00 , d¥,=0 anschliellenden Wertepaare Fm>1?¥1'9m-max),
¥ <0 sind in Verbinduneg mit in Stromungsrichtung ansteigenden Tempe-
raturdifferenzen|ﬂ“—0b|physikalisch nicht sinnvoll: Ersetzt man in
Abb.4c dic lLinic $3q=konst. durch eine solche mit d&,1/dx<0, so wiirde
dies bcdecuten, dall sich die mit der Abkuhlung der Flussigkeitsmenge
zwischen y, und yn(94/90x=0) verbundene Wirmeabgabe in das Gebiet
Yn.- Yy langs ansteigender Temperaturen 9(y,x=konst.) vollziehen
(aq /(aﬁ/ay)>o). Dies widerspricht aber dem zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik. (Die hier geschilderten Zusammenhange fiihren weiter-
hin zu Aussagen liber die Linge des thermischen Einlaufs, wie im fol-
genden Abschnitt gezeigt wird.) Fiur negative Werte des Quotienten
Fo/Fm bleiben allein die weiter oben beschriebenen Moglichkeiten
ibrig: Nug< 0 fir Fo< -65/(1-6p) .

Fir Nu,<O verlaufen die einem beliebigen Fall I eines Wirme-
austauschvorgangs - 1 gekennzeichnet durch den Stromungsquerschnitt,
durch die thermische Randbedingung (z.B. PS- PAS, A1- A2) und bei
turbulenter Stromung zusadtzlich durch die Prandtl- und die Reynolds-
Zahl - eindeutig zugeordneten Kurven F0=f2(F‘m,I)++ innerhalb des
durch F >0, F;<0 definierten Quadranten. Dabei schneiden sie fiir ab-
nehmende Werte Fo die Kurven F,=f{(F,,0gp=konst.) mit ebenfalls ab-
nehmenden Werten Oy und ndhern sich asvmptotisch (Fo—e-® ) dem Grenz-
wert Fp=1/(1-8,) . Im Gegensatz zu dem Fall Fo—e+0 ist hier der
Grenzwert F,=d¥, /d®,—~-mw nicht durch d¥$,/dx=0, d.h. 9, =konst.,
sondern durch d&w/dx—d--(n charakterisiert. Die bereits beschriebene
Vorschrift, dall im Bereich y,...ymy die Temperaturdifferenzen sich nur
abbauen kénnen, schlieBit d%,/dx=0 in Verbindung mit einem endlichen
Wert der NuBlelt-Zahl Nu, aus. Mit Fu>0 folgt d¥,/dx—=- ® , was dem-
nach auch zu Nuo—a>-a)fghrt: Das Temperaturprofil hat also die Form
8(y" )=6,=6m_nin<0 , 6(yy )=0, 6(y," )=1. Wegen By,_nin<0 , gekoppelt mit
einem negativen Wert von F,, gibt es stets einen speziellen Fall mit
6y=0, dieser ist in Abb.4a schematisch skizziert: Die aus den beiden
Mischungstemperaturen 3pq9 (0O <y<yp, ddp1/dx< 0) und dpo=konst.

(Vm <Y <Yo) ezebildete Gesamtmischungstemperatur Im=%w I?()<y<y0)
geht asymptotisch gegen ﬂmg (s. Pfeil in Abb.4a).

Der Verlauf der Nuflelt-Zahl Nu weist gegeniiber Nu, einige grund-
satzliche Unterschiede auf. Zwar strebt auch Nu mit Fy— +m einem

**Als Beispiel fiir die Funktion fo ist in Abb.3 der Fall der lami-
naren Rohrstromung (I=T1a ) mit Nuy>0 eingezeichnet (gestrichelte
Linie). Jedem Fall 1 komdT die Rolle eines eindeutigen Parameters zu.
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oberen Grenzwert Nupay>Nug_max ZU (63*8p_max) und Nu ebenso wie Nug
verschwinden fiir F,=-8p/(1-68y) , dagegen weist Nu, fir 8y=0 einen
endlichen negativen Wert auf, widhrend Nu gegen -m geht. Im Bereich
Om-min<Om<0 sinkt Nu=> 0, beginnend von Nu—s +m fir 6yp=0, zuerst ab,
um nach Durchlaufen eines Minimums fir 6yp—=Oyn_nin (Nug—=-®) wieder
gegen o anzusteigen.

Fir den Fall Nu=Nu,=0 sind die axialen Temperaturverteilungen
8y » 9y und 9, am Beispiel eines Wiarmeaustauschers (Gleichstrom,
Stromungsquerschnitt 1) in Abb.4b schematisch dargestellt. Aus
Fp—=-m ergibt sich mit Glg.(49) M]:(ch)1/(ch)2——>a), wiahrend
bei aufgepragtem WarmefluB der Grenzwert m<O aus m/St—-®» mit St=0
nach Glg.(41b) den Temperaturverlauf O,y ={1-exp(mx/dy}/(1-1/Fgy) der
wand bzw. mit Jp=konst. By,=140xy(1-1/8y) an der Stelle y*=y * lie-
fert. Rascher zum Ziel diirfte allerdings das weiter obhen beschriebene
Verfahren fiihren, welches zur Bestimmung des Grenzwertes m den Tempe-
raturgradienten de/dy+ langs des Wandabstandes y+=_vn+ heranzieht.

2.3. DIE THERM1SCHE LINLAUFLANGE

Werden die Temperaturverteilungen ¥, %, und ¥, in den Bereich
des thermischen Einlaufs x<xg unter formaler Anwendung der bei be-
endetem thermischen Linlauf eceltenden Gesctzmaflickeiten extrapoliert,
so erceben sich z.B. fir den in Abhildung 4d gezeichneten Fall wand-
ferne Zonen mit Temperaturen, die niedriger als die iiber den Stro-
mungsquerschnitt ausgeglichene Zustromtemperatur 8(x,y)=8ha=konst.
sind. kinen Aufbau des wandnormalen lemperaturprofils in dieser Art,
gekennzeichnet durch einen necativen Wert des Quotienten (§-8.)/&-8,),
schlieBBt wiederum der zweite Hauptsatz der Thermodvnamik aus: Warme-
transport aus wandfernen in wandnahe Zonen (getrennt durch die Stelle
mit G(x,y):ﬂma) unter der Bedingung q/(@9%/3v)>0. In Wirklichkeit
erhalt man fur %, im Gebiet X<x¢ einen Verlauf, wie er durch die ge-
strichelte Linie schematisch skizziert ist. Der Ubergang in die aus-
gezogene Kurve 9, erfolgt asymptotisch, der Abstand xg sei dabei die
in geeigneter welse definierte thermische kinlauflanege (z.83. der Ab-
stand, in welchem Nu/Nug =1,01 ist). Die Stelle xo am Schnittpunkt
der Temperaturkurven 6h und &  gibt also den Ort an, stromauf dessen
der thermische kinlauf duf keinen Fall abgeschlossen sein kann. In
den heiden Grenzfédllen F =-6_,/(1-6,) mit Nu=Nug=0 und Fy=+m mit
Nu=Nupax sind sowohl x, als auch xg unendlich groB, wie aus den Ab-
bildungen 4b und 4c¢ ersichtlich ist. Im technisch interessanten Be-
reich des Parameters F, bleibt jedoch die stetige Abnahme von Xe bei
steigenden Werten F, vorherrschend.

Mit den in Abb.4d eingetragenen Bezeichnungen ergeben sich fiir
dd,/d¥,=F, folgende Beziehungen:

£9,/, (0,0,
stw - F_ fdam
af o
und
1 Aea 1
1 _4%%a_ (= _1F
O ad, O m
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Der Quotient aV /A\&a ist wieder identisch mit der FluBliverteilung

Gweldwa=exp (-xe?dh), was zu der Gleichung

=~ m In[1/8,-(1/6,-DF, ] = L 1n[F +(1-F )o, ]

(55)

fiihrt. Durch Einsetzen der Gleichungen (40), (48) und (49) erhdlt

man daraus die Beziehung

_In [1/9_- (1/6,-1) F_] . .
4(1-F)St

caby

die bei aufgepragtem FluB in

X

a - - = In[1-(1/8 ~1)nu*/(4st)]

und fiir Warmeaustauscher in

Xg 1In [1 +(%j -1)(1+M1)k/o¢,]
4 (1+M)(k/ex, )SE

d

=

(55a)

(55¢)

iibergeht. Fir die speziellen Fédlle konstanter Warmestromdichte qy
bzw. konstanter Wandtemperatur 9, vereinfacht sich Glg. (55a) zu

b 1/6_-1

£ . "t fiir q_=konst.
d, 4St v

Xe ln(l/em)

— = —————y* fir 9 ,=konst.
dh 4St

Der Vorteil der hier beschriehenen Herleitung gegeniiber dem exakten

- (554d)

(55e)

Verfahren zur Berechnung der thermischen Linlaufldnge liegt darin,
dal die Vorgange innerhalb des thermischen Einlaufs nicht verfolgt

zu werden brauchen. Die in verwickelter Weise vorliegende Abhiangig-

keit der Einlauflange vom Stromungsquerschnitt, vom Parameter der

WarmefluBlverteilung bei laminarer sowie zusdtzlich von der Prandtl-
und Reynolds-Zahl bei turbulenter Stromung ist in der Mischungstem-

peratur O, und der Stanton-Zahl zusammengedrangt. Die in Abb.4c
dargestellten Verhaltnisse bleiben auch im allgemeinen Fall x-ab-
hangiger Quotienten dé,/d9, ciiltig, was die Leistungsfahickeit
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dieses Verfahrens noch weiter unterstreicht. Die Folgerung, daB

der thermische Einlauf stromauf der Stelle xe nicht abgeschlossen
sein kann, gilt streng; iiber den Grad der Abweichung des Tempera-
turprofils bzw.der NuBelt-Zahl an der Stelle xe von d&n asymptotisch
erreichbaren Endwerten 1aB8t sich jedoch keine Aussage machen.
Letzteres ist wiederum abhingig von den oben erwahnten EinfluBlgros-
sen (Stromungsquerschnitt, F,, Pr, Re) und kann nur durch Vergleich
mit Ergebnissen von den Einlauf genau beschreibenden Berechnungen
bzw. von Versuchen ermittelt werden.

Unter Vorwegnahme der numerischen Auswertung der Gleichung (55a)
in den folgenden Abschnitten soll hier als Anwendungsbeispiel die
dimensionslose GroBe x /d fir die thermischen Randbedingungen
qy=konst. und Y, -konst. bei laminarer Rohrstromung berechnet werden,
da h;er}ur der thermlsche Einlauf mit groBer Genauigkeit bekannt
ist /13/.

a) ﬁ&skonst.
Nach Grigull u. Tratz /14/ gilt hier:

9- = 0,5539

Nu = 3,6547

Dies fiihrt unter Beachtung von St=Nu/Pe mit Glg. (55e) zu
Xe
- 0,0404 Pe _ (56a)
h

Die Form dieses Ergebnisses bringt die Tatsache richtig zum
Ausdruck, daB bei laminarer Strémung ortsabhéngige GroBfen beim
larmeaustausch allein eine Funktion der dimensionslosen Rohrlinge
x/(dp-Pe) sind.

An der Stelle x,/(dyPe)=0,0404 ist /13,14/

Nu(x:xe)

= 1,030
Nu .

Die NuBelt-Zahl ist also noch um 3% hoher als nach beendetem
thermischen Einlauf.

b) q,=konst.
Mit den bekannten Werten

On = 11/18

N = 48
uq /11
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folgt aus Glg.(55a):
x

3 = 0,0365 Pe (56b)
h

und die zugehorige NuBelt-Zahl wird hier /14/:

Nu (x=xe)
—a € . 1,073

N
Yq

2.4. ALLGEMEINE EIGENSCHAFTEN DER WARMESTROMDICHTEVERTEILUNG q/qy
UND DER TEMPERATURVERTEILUNG ©

Di Warmestromdichte q/qy und die Temperatur © nehmen an der Stelle

def1n1t10nsgemaﬂ die Werte (q/q“) =0 bzw. ©5=1 und an der Wand
(9 =1) die Werte (q/qy)y=1 bzw. By= O an. Um weitere Einblicke in
den Verlauf der Kurven q/qw(v+) und G(V ) zu erhalten, werden im fol-
genden noch die ersten und zweiten Ableitungen dieser beiden Gréfien
zusammengestellt.

a) Ableitungen der Wirmestromdichteverteilung q/q, nach der wand-
normalen Ordinate y

Aus den Gleichungen (23a,b) bzw. (53a,b) ergeben sich fiir kreiszv-
lindrische (Index r) und ebene Wande (Index h) folgende Beziehungen:

() 9%‘2 1
-=3 (57a)
J’938v+dy vt Oy o/a
F_+(1-F )8 1
_p[For(1-Fy)e) 1a (570)
Ip[Fo+(1-Fo)e] yrayt vt
a(gs) p[F +(1-F )¢
(57¢c)
dy”* ]y[ﬁ‘ +(1-F )e] dy*
200 d ae_
a (qw)\ [For (1-F,)e] (;57 - ;?; + (1-F )9 < .
= ' 2 + a (58a)

2
dy+ lr J? [Fo+( 1_Fo)e] y+dy+ y+2 qw
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und

d2(%-) [Fo+(1-Fo)9]9$: + (1-F )p 28
5| = dy dy (58b)
ay*2 /n }1Po+(1-Fo)q dy*

Die beiden Gleichungen (57a) und(57b) konnen noch umgeformt werden:

2
d(y+§;) v’ .
av* &k Jetayt
F +(1-F )o| v*
g[For(1-F 8] v (570)

] 9[Fo+( 1-F, )e] ytdv?

%

b) Ableituggen der Temperaturverteilung 6 nach der wandnormalen
Ordinate y

Die Differentiation der Gleichung (16) ergibt fiir lamlnare (In-
dex 1) bzw. turbulente Stromung (Index t):

de q/q,
s - = (59a)
H;*)l y[(q/qw)dy* '
a/q,
+
(991) .- T Em/V (59b)
dy Jt I a/a, "
y
v 1+Pr+cm/v
(dze ) d(a/q,)/dy*
- 60
ay*2 /1 [(a/a,)ay* (60a)
a’e (1+Pr*e_A)d(a/a,)/dy* - Pr(a/a,)d(E /v)/dy*
2), (60b)

(1+PrTeyv)® ITJF?W"’

In den Ableitungen der Warnestrondlchtevertellung a/q, konnen die
Ausdriicke F +(1-F;)0 durch 38/dx und (1-F,)de/dy* durch 39/ (3xdy+)
ersetzt werden,
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Der Verlauf der Funktion y+q/q' bei kreiszvlindrischen Wanden
weist mit der Wiarmestromdichteverteilung q/qy bei ebenen Wanden
einige gemeinsame Eigenschaften agf: Aus den Gleichungen (57a)

big (Sze) folgt, daB die Kurven §y a/qy), bzw. (q/qy)nh an der Wand
(y =yw ,9=0) ein Optimum ung an+der Stelle mit konstanter Tempera-
tur in Stromungsrichtung (y =y, ,09/9x=0) ein Maximuym begsitzen.
AuBer an der Lage dieses Maximums kann die Stelle y =y,  fiir Stro-
mungen mit linearem Druckabfall zusatzlich iliber den Zusammenhang
8(yn )=Fo/(F,-1) aus dem Temperaturprofil 6 bestimmt werden.

Wegen 63> 0 folgt fiir 98/ x=0: F,<0.Bei konstanter Wandtemperatur
(d9,/dx=0,yn=y,, ) beginnen die Rurven (Ya/qy), bzw. (a/qy)h an

der Wand beim “6chstwert 1 mit horizontaler Tangente und fallen

auf den Wert O bei y =y, §ontinuierlich ab, sie trennen dabei

die Fdlle mit teilweise (y g/q,).>1 bzw. (q/qw) >1 (Fg<0) von
denen mit ausschlieBlich (y q/qy)pr<1 bzw. (q/q ,9h<1 (Fo>0). Die
phvsikalische Erklarung fir dieses hier formal nergeleitete Ver-
halten rde+bereits am Ende des ébschnitts 2.2.5 gegeben. An der
Stelle y =y,  haben beim Rohr (y, =0) die Kurven y+a/qw und beim
Ringspalt (yo-O,(q/qw)o-O) die Kurven+y+q/qw und q/qw horizontale
Tangenten. In der Darstellung q/q,=f(y ) bei kreiszvlindrischen
Wianden betriagt die Neigung an der warmeaustauschenden Wand
d(q/qw)/dy+=-1, daher nehmen beim Rohr und beim Rinegspalt, Wirme-
austausch am duBeren Zvlinder, die Wiarmestromdichteverteilung q/qy
mit zunehmendem Wandabstand (dv<O0) zundchst Werte grofler eins an
(die Warmestromverteilung Q ist proportional dem Produkt aus Warme-
stromdichteverteilung q/q, und dem Radius y ) widhrend beim Rohr-
bindel und heim Ringspalt, Warmeaustausch am inneren Zylinder
(dy™>0) a/q_ an der wand stets absinkt und nur fir F; <0 eventuell
wieder anstéigt. Aus Gleichung (57a) geht weiterhin hervor, daBl die
Stelle 99/dx=0 mit einem nezativen Wert der Neigung d(q/qw)/dy+ ge—
koppelt ist. Dies bhedeutet, daB in deu Fallen T und A2 die Ordinate
vy vom Maximum der Kurve q/qw weg in Richtung vy und in den Fal-
len B und A1, falls es durch genigend hohe negative Werte von Ep
iiberhaupt zu einem Maximum kommt, von diesem weg in Richtung y,
riickt. Bei parallelen Platten mit asvmmetrischem Warmeaustausch
enden die Kurven q/qw an der wiarmeisolierten Wand mit waagrechter
Tangente und Wendepunkt, an der warmeaustauschenden Wand weisen da-
gegen sowohl der svmmetrische als auch der asymmetrische Warmeaus-
tausch fir konstante Wandtemperatur (Fo=0) einen Wendepunkt der Kur-
ven q/q, auf.

Fir die Temperaturprofile ergeben sich nach den Gleichungen (59a),
(59b), (60a) und (60b) folgende Eigenschaften: Bei laminarer und
turbulenter Stromung gilt fir ebene Wiande an der wiarmeaustauschen-
den Wand sowie fir den Ringspalt und die parallelen Platten, asym-
metrischer Warmeaustausch, an der warmeisolierten Wand die Randbe-
dingung d29/dy+2=0, die Kurven 8(y*') miinden also dort mit eimem Wen-
depunkt. Fir laminare Stromung gibt bei parallelen Platten ein zu-
sﬁtzlichez Wegdepunkt innerhalb des Stromungsquerschnitts yof..yw+
den Ort y =y konstanter Temperatur in Stromungsrichtung ant*+*,

Beim Rohr un3 beim Ringspalt, Warmeaustausch am auBeren Zylinder,
gilt an deE wﬁrg austauschenden Wand fir laminare und turbulente
Stromung d“6/dy “>0, beim Rohrbiindel und Qeim Ringspalt, Warmeaus-
tausch am inneren Zylinder, ist dagegen d e/dy+ <0 (Die Integrale
im Nenneg der rechten Seite der Gleichungen (60a) bzw. (60b) sind
wegen v, >1 negativ). In den erstgenannten Fdllen (T,A2) haben die

4, . 4 4. "

Bei der langsangestromten ebenen Platte dndert sich die Tempera-
tur wegen der wandnormalen Geschwindigkeitskomponente v auch langs
der Linie (y/d¢)=(y/d), mit Wendepunkt.
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Temperaturprofile also stets einen Wendepunkt im Stromungs-
innern —-an der Stelle vo+ hat das T'emperaturprofil eine hori-
zontale Tangente -, wahrend dies sonst (mit Ausnahme des nicht
auszuschlieBBenden Falls, daBl bei turbulenter Stromung der Zahler
auf der rechten Seite der Gleichung (60b) null ergibt) nur fiir
werte F <0 mdoglich ist. Als Beispiel sei hier die Temperatur-
verteilung der laminaren Rohrstromung mit konstantem WidrmefluBl
aufgefuhrt. Fiir den Ort des Wendepunktes folgt aus Gleichung (61)
y/g=1-y*=1-V2/3-0, 1835.

3. SPEZIEILE STROMUNGSQUERSCHNITTE

3.1. DAS ROHR

Das kreiszyvlindrische Rohr als einziger Stromungsquerschnitt, der
sich durch eine GrofBe allein, den Durchmesser, eindeutig beschrei-
ben 14Bt, ist sowohl hinsichtlich der Stromung als auch des Warme-
austausches am weitesten erforscht. Bereits der Rechteckquerschnitt,
der bei geniigend groBlem Seitenverhaltnis wie parallele Platten zu
behandeln ist und in Bezug auf die Stromung den zuvor beschriebenen
Vorzug mit dem Rohr teilt, benotigt fiir den Warmeaustausch getrennte
Berechnung, je nachdem, ob der Warmeiibergang nur an einer Wand oder
an beiden Wanden, und hier wiederum in welchem Verhaltnis zueinan-
der, erfolgt. Beim Ringspalt kommen durch das Halbmesserverhdltnis
r /r und beim Rohrbiindel durch den Quotienten p/d aus Rohrabstand p
und ﬁohrdurchnesser d sowie durch die Rohranordnung weitere Para-
meter hinzu. Diese EinfluBgroBBen werden bei der Berechnung des War-
melibergangs fiir laminare Stromung durch den Parameter der Wdrmeflufi-
verteilung F, und fiir turbulente Stromung durch die Prandtl- und
Reynolds-Zahl ergéanzt,.

Aus den hier geschilderten Griinden wird auch in der vorliegen-
den Arbeit das Rohr beli der nummerischen Auswertung im Fall turbu-
lenter Stromung ausfihrlicher behandelt als die iibrigen Querschnitte.
Die dabei gewihlte feinere Unterteilung der Parameter Fo, Pr+ und Re
erleichtert jedoch eine Interpolation der Ergebnisse fiir die anderen
Konfizurationen. Eine Zusammenstellung der gewahlten Zahlenwerte fir
die verschiedenen EinfluBgroBen ist in Tahelle 1 enthalten. Dabei
wurden die Zahlenwerte fir F, in Abhédngigkeit von der Pr+-Zahl aus-
gewahlt, im negativen Bereich dabei aus Glg. (34) fir Fg=-1, -3, -7
bzw. Fp --5 mit dem jeweils zuvor bei dem nachsthoéheren Iert Fo gewon-
nenen Om berechnet und auf 5/100 aufgerundet (s. Tabellen 10 bis 17).

3.1.1. LAMINARE STROMUNG, EXAKTE BERECHNUNG FUR gu=konst.

Die auf laminare Stromung fir die Randbedingung qg=konst. ancewand-
ten thermischen Berechnungen sind bekannt, sie werden jedoch im
Rahmen der hier vorliegenden Gesamtdarstellung nochmals wiederholt.
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Wird die aus Abb.1a ersichtliche Integrationsgrenze y,*=0 in
Glg. (53a) eingesetzt, so folgt mit F, =1

yO
./P y-t dy*
q, y+JP y+dy*

Die Geschwindigkeitsverteilung

P=1_y+2

. ~
fuhrt zu folgendcr Beziehung fir die Wirmestromdichteverteilung:

9 . yt(2-y*?)
q'

Setzt man diese Gleichung in die gemaB Glg. (16) fir das Rohr
(und fir parallele Platten) geltende Gleichung

,&
.f (a/q)dy”
| (asa)ay*

0 =1-

ein, so erhalt man die Temperaturverteilung

0 =1- §y+2 + %y+4 (61)

und aus den Gleichungen (21a) bzw. (19) die Mischungstemperatur
6, = 11/18 = 0,611

und die NuBlelt-Zahl
Nu = 48/11 = 4,36

In diesem Zusammenhang sei noch auf eine Temperaturverteilung hin-
gewiesen, die (allerdings ohne Beriicksichtigung des qu/qya-Verlaufs)
aus einem Potenzreihenansatz mit entsprechend sinnvoll gewahlten '
Randbedingungen gefunden werden kann /16/ : '

AR NEENRE NCEI RS KCC MRS FaulE 34

(61a)
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Die dieser Gleichung entsprechende ansgnéherte Temperaturkurve
liegt zwischen den fiur qg=konst. und ¥Yy=konst. exakt berechneten
6-Verteilungen (s.Abb.14),

3.1.2. TURBULENTE STROMUNG

3.1.2.1. FORMELN FUR STROMUNGSMECHANISCHE GROSSEN

a) Fir die Geschwindigkeitsverteilung im Rohr und zwischen paralle-
len Platten hat H.Reichardt /7/ die fiir den Gesamtquerschnitt giil-
tige Gleichung

u 1 1,5(1+y")
— = — In|(1+2n) ———— | + ¢ (1-e-n/n"— ﬁ-e-bin) (62)
wt 1+2y*2 ! n

aufgestellt. Dabei ist die Schubspannunegsgeschwindigkeit u* und
der dimensionslose Wandabstand m in der tiblichen Weise definiert:

u? =\/%¥ | (63)
+
n - yvy. (648)

An der Stelle des Geschwindigkeitsmaximums gilt:
+

Ne = 57g (64b)

Fir die in Glg. (62) enthalterien Konstanten werden folgende Zahlen-
werte empfohlen:

2 = 0,4 )
= 11
r (65)
by = 0,33
cq = 7,8 J

Die Konstante c; ist mit der in dem einfacheren logarithmischen -
Geschwindigkeitsgesetz u/u*=(1/2)In1 +co enthaltenen Konstanten
€5=5,5 durch die Beziehung

c1-c2-£-ln&

verknipft. Der zweite Summand auf der rechten Seite der
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Gleichung (62) vereinfacht sich zu cj fiir grofere Werte von -
An der Stelle du/dy=0 gilt:

u 1
;% - ;1n[1,5(1+ancﬂ s c (66)

und damit 188t sich ps(u/u*)/(uc/u*) berechnen. Die Mittelwert-
bildung nach Glg.” (22a) ergibt nach Weglassen vernachlédssig-
barer Zusatzglieder

1
1 1 1 Tn
= - =(1n2+51n3) - 2¢, —
Pa = uc/u+[a1“"¢ + ¢p - g(In2451n3) 17,
1 [’1nn 2¢, M., 2 378] (67)
= + e e “T1 7 ’
u_/u c
C

b) Wie in Abschnitt 2.1 bereits beschrieben, sollen fiir die Im-
pulsaustauschgrioBle €, das Wandgesetz (1) und das Mittengesetz (2)
jeweils bis zum gemeinsamen Schnittpunkt gelten. Mit zunehmender
Reynolds-Zahl reicht dabei das Mittengesetz in immer groBlere Wand-
nahe. Die Unstetigkeit im £ /V-Verlauf am Schnittpunkt der beiden
Kurven, die mit abnehmender Revnolds-Zahl deutlicher wird, spielt
fiir die hier vorliegenden Betrachtungen keine Rolle, da elnerselts
eine solche Unstimmigkeit in den gemachten Vereinfachungen unter-
gzeht und andererseits in den Berechnungen keine Differentiationen
dieser GroBe vorkommen. In diesem Zusammenhang sei jedoch darauf
hingewiesen, daBl durch das bei der Herleituneg der Geschwindigkeits-
verteilung Glg. (62) angewandte Prinzip der Uberlagerung eine riick-
wirtige Bestimmung von gy mit Hilfe der Gleichung (10) einen konti-
nuierlichen Verlauf ergeben wiirde. Dieser stellte jedoch gegeniiber
den durch direkte Messungen bzw. durch theoretische Betrachtungen
erhaltenen GesezmaBigkeiten, die bei der Herleitung der Glg. (62)
als Grundlage dienten, keine Verbesserung dar.

Der Schnittpunkt der beiden Kurven (1) und (2) laBt sich in
recht guter Naherung iiber den gesamten hier betrachteten Re-Bereich
durch die Beziehungen

0,48

ng = 2,75 7, (68a)

bzw.

0,43

Mg, = 0,81 Re (68b)

angeben. Diese beiden Gleichungen gelten auch fiir parallele Platten
und unter gewissen Annahmen fiir den &duBeren Ringraumabschnitt
(rcerera). Dabei muB anstelle der iiblicherweise mit dem hydrauli-
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schen Durchmesser definierten Reynolds-Zahl eine sogenannte "aqui-
valente Rohr-Reynolds-Zahl"” ReT eingesetzt werden, wie in dn Ab-
schnitten 3.2.2.1 und 3.5.1.1 beschrieben wird.

c) Fiir den Widerstandskoeffizienten § beim glatten Rohr wird die
von Prandt]l aufgestellte Beziehung

'1?- = 2 log (Re¥VZ) - 0,8 (69a)

den Wiarmeiibergangsberechnunzen zugrundegelegt, wahrend fur die
Ndaherungsrechnungen in den beiden folgenden Abschnitten (3.1.2.2
und 3.1.2.3 ) sowie fiur die angenaherte Wiedercabe der numerischen
Ergebnisse in Form expliziter Gleichungen der Colebrook-Formel

V‘r = 1,8 log (Re/7) (69b)

der Vorzug gegeben wird. Fur Re>10% stimmen die Gleichuneen
(69a) und (69b) auf 1% Genauigkeit iiberein.

d) Der Wandabstand 7, , in dem die durch Molekularbewegung einer-
seits sowie durch turhulenten Austausch andererseits tibertragenen
Warmemengen gleich sind, ergibt sich aus der Gleichung

Em 1
_— = — (q,/q_=1) 70
(V )71'715 Pr+ t q- ( )

wie aus Glg. (7) hervorgeht. Fir kleine Werte 7 geht das Wandgesetz
(1) asymptotisch iiber in

5.9

)5 = 3,1-10 n (fiirn(‘nm) (71a)

€
5 = 0,2, (n/n,

wie Reichardt nachweist /6/. Fir 1>20 sind die Abweichungen von der
Geraden

ev_,. -2 (- §nm) = 0,4 n-9,53) (fiir n>20) (71b)

kleiner als 1%. Aus Glg. (70) folgt fir diese Bereiche

-0,2

n, = 8 (Pr¥) (fir n,€7,15) (72a)

(innerhalb der Grenzen IQ§55*<103 laBt sich 7, jedoch besser durch
die Beziehung 1,=9,1(Pr+) wiedergeben, wie Abb.5 zeigt)
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und
2,5

a1 Berhalb davon ist 7, mit Hilfe der Gleichungen (1) und (2) aus
Glg. (70) zu bestimmeR. Die Ergebnisse dieser Rechnung sind in Abb.S
dargestellt. Die darin eingezeichnete Gerade m,=20/(3Pr+) entspricht
im Gultigkeitsbereich des Mittengesetzes dem Maximalwert der Aus-
tauschgrofBle éq an der Stelle y*+=0,5. Fiir Prandtl-Zahlen, die kleiner
sind als diejenigen am Schnittpunkt dieser Geraden mit den Kurven
Re=konst., gilt fir den gesamten Stromungsquerschnitt q¢<qn.

3.1.2.2. DER WARMEUBERGANG BEI UNVERANDERLICHEM WARMEFLUSS
UND VERSCHWINDENDER PRANDTL-ZAHL

Fir den Fall qu=konst. und Pr-0 lassen sich die Warmeiibergangs-
gleichungen unter Zugrundelegung vereinfachter Geschwindigkeitsge-
setze in geschlossener Form lésen. Die wandnormalen Warmestromver-
teilunzen q/qy gelten fiir alle Prandtl-Zahlen.

a) Das Potenzgesetz
p= (1-yH1/® (73a)

ergibt nach Einsetzen in die Gleichung (53a) fiir die wandnormale
Wirmestromdichteverteilung q/qy:

”
q ’/(1-.\/*)1/" ytay*

o— T
q" y+ / ( 1_y+ ) 17" y+dy+

1

+

{1 - yHY" (1 semy]] (74

<

4
Das Integral _/py+dy+ ist identisch mit der GroBe p_/2, wie man
sich mit Hilfe’der Gleichung (22a) iiberzeugt, folzlicﬁ gilt:

2 n2
= (75a)
(1+n)(1+42n)

Fir die auf die maximale Temperaturdifferenz (9y~% ) bezogene NuBelt-

Zahl erhalt man aus Glg. (19) die auch bei laminarer Strémung gelten:
de Beziehung: _ -
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(76)

Bei der Integration von q/q, muB das in Glg. (74a) enthaltene
Glied (1-y*) /N durch eine Reihe ersetzt werden, was zu folgendem
Ergebnis fiihrt:

1 1+n n 1/n (1/n)(1/n-1)

—_— - —|1 - - + -

Nuo 2n 1+2n 2-2! 3-3!

z“(i/n)(l/n-1)...(1/n—z)
..... «1) (77a)
(z+2)(z+2)!

b) Aus dem logarithmischen Geschwindigkeitsgesetz u/u+-(1/a)1nq+c2
-folgt fur die auf den Maximalwert u. bezogene Geschwindigkeitsver-
teilung

2,5 In [(1-y*)-m |+ 5,5
? - ? [ C] ? (73b)
2,5 1In Ne + 3,5

wenn man die Konstanten # und co durch ihre Zahlenwerte sowie 7
durch den identischen Ausdruck 1-y*)1'|c ersetzt. Die Grofie ne an
der Stelle des Geschwindigkeitsmaximums ergibt sich nach Einsetzen
des Widerstandgesetzes (69b) in Gleichung (176b) (r¢=0) zu:

- 78
e 10,2 1g(Re/7) (78)

Mit einer zu a) analog durchgefiihrten Berechnung erhdlt man
(s.Anhang A 3.1.2.2 ):

(y*-1/y")1n(1-y*) + y*(nn +1,7) - 1

q
-— = (74b)
a9y Inm, + 0,70
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1n + 0,7
.- T : (75b)
ln'r|c + 2,2
4lnn_  + 2,8
Nu_= < : (77b)
lnqc + 1,5

Das logarithmische Geschwindigkeitsgesetz gilt -im Gegensatz zum
Potenzgesetz (73a)- nicht an der Wand, da dort Glg. (73b) gegen
-o0 geht. Dementsprechend liefert auch die Differentiation der
Gleichung (74b) an der Wand nicht den bei Rohren generell vorge-

schriebenen Wert [d(q/qw)/d(y*) ],=-1 (s8.Glg57b), Trotzdem ist die-
ser EinfluB bei der Integration von q/qw iiber den Gesamtquerschnitt
nicht sehr groB. .

Zum Vergleich sind in Tabelle 2 die mit den vereinfachten Ge-
schwindigkeitsverteilungen Glg. (73a) bzw. (73b) gewonnenen Ergeb-
nisse g, und Nup den mit dem Geschwindigkeitsgesetz (62) herechne-
ten Werten gegeniibergestellt. Dabei zeigt es sich, dall insbesondere
das einfache logarithmische Geqchw1nd1gke1tsgesetz eine gute Uber-
einstimmung mit der genauen Rechnung liefert.

3.1.2.3. NAHERUNGSLOSUNG FUR UNVERANDERLICHEN WARMEFLUSS
UND KLEINE PRANDTL-ZAHLEN

Die im vorangegangenen Abschnitt hergeleiteten Gleichungen (74a)
bzw. (74b) fiir den Warmestromdichteverlauf q/qw bei der Randbedin-
gung qu=konst. lassen trotzihrer'verhéltnisméﬁig einfachen Form fir
von null verschiedene Werte der Prandtl-Zahl eine analytische Be-
rechnung der NufBlelt-Zahl bei turbulenter Stromung nicht zu. Der
Grund dafir liegt im Aufbau der Gleichungen (1) und (2) fiir die Im-
pulsaustauschgrolle €4. Selbst fir den Fall, daB bei kleinen Prandtl-
Zahlen nur mit dem Mittengesetz (2) gerechnet wird, 148t sich das
in Glg. (19) enthaltene Integral nicht mehr 16sen, ohne auf Reihen-
entwicklungen zurickzugreifen. Diese Schwierigkeit kann man durch
einen Niherungsansatz fiir die q/qy-Verteilung umgehen. Ein solcher
wurde bereits von Reichardt /6/ eingefiihrt in der Form

a/q, = (1 + ¢)7/1,

wobei Reichardt die vom Wandabstand abhangige Grofle ¢ in erster
Naherung gleich seinem Wert an der Wand, also c=0, setzt. In der
vorliegenden Arbeit wird dieser Ansatz in folgender Weise modifiziert:

a/ay = [1 + cQ-yD)]v/t,  (79a)

Hier wird die GroBle c als konstant iiber den Querschnitt angesehen,
ihr Wert 1afit sich mit Hilfe der Beziehung
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a/q [a(a/a,)/a(y/a)]
= | (80)

2SR LICZ SV IC700) N

bestimmen. Fir das Rohr und die parallelen Platten bei symmetri-
scher Heizung geht diese Gleichung unter Beachtung von T/Tg =y*
uber in:

d(a/q,)

a/q,
=| ———— (81)
+
TyTw o dy o
wahrend Glg. (79a) die Form
a/a, =[1+ c(1-y")]y* (79b)
annimmt.
Damit erhalt man fur die Konstante c¢
Ad(q/q')
C = —d—+—-— - 1 . (82)
y o

Die GroBe [d(a/ay,)/dy*], ist durch die Gleichung (57b) bekannt:

o

]’;[e + (1-0) l-‘o]_v’“dy+

(83)
av* y*

d(q/a,) q/qw)o (p[e + (1-0) Fo])
+

An der Stelle v*=v_ '=0 gilt 9+6,=1 und unter Beachtung von
[(q/qw)/y*J - [(a/ay3/(t/t) Jo= [d(a/aw)/dy* ), folgt aus den Glei-
chungen (82) und ?83):

1
C = -1 (84a)

2 ]p [9 + (1-8) l“o]y“dy+

Die Gleichungen (21) und (22) fiihren bei den Randbedingungen
qu=konst. und ¥ =konst. zu folgenden Vereinfachungen:
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-1 (fir q'zkonst.)

-1 (fiir Gw=konst.)

(84b)

(84c¢)

Die hier gegebene Herleitung gilt fiir beliebige Werte von Fgq.
Die praktische Anwendung bleibt jedoch auf den Fall gw=konst.
(Fo=1) beschrankt, da nur hierfir die Konstante c ohne Kenntnis

des Temperaturverlaufs O berechnet werden kann, wie Glg.

(84b)

zeigt. Uber die Giite der Naherung (79b) gibt Abb. 44 Aufschluf:
Die dort fur die Randbhedingung Gw=konst. eingezeichneten Kurven
(9/qy)/(T/Ty) werden durch ihre Sehnen ersetzt.

Mit dem Ansatz (79b) 1dBt sich nun unter Beschrankung auf das

Mittengesetz fiir die ImpulsaustauschgrofBle

-die Anwendbarkeit ist

demnach auch auf entsprechend niedrige Prandtl-Zahlen beschrankt-
eine Gleichung fiir die Nuflelt-Zahl Nu, herleiten. Fiir das Rohr ist

die in Glg.

Einsetzen von dy/g=2, y,*=0 und yy,*=1 in Glg. (19) folgt:

2

Nu =

1[1 + ¢ (1-yH]y?

+

dy

1+ Prin @/3)(0,5+y*%)(1-y*?)

(2) enthaltene GroBe x* identisch mit y* und durch

(85)

Das Integral im Nenner dieser Gleichung 1aBt sich geschlossen
losen (s.Anhang 3.1.2.3 ) und als Endergebnis fiir Nug erhalt man:

Nuo

Dabei bedeuten:

N = (1+c)1ln

(0,75+m2)(0,25+m2)

(0,75-m,)(0,25-m

1

+ 2¢ msarc
)
2

- & +
=3 qcPr

bzw. mit n, aus Glg.(?ﬂ) und #=0,4

und

V§/16 + 1/m{
m, - 0,25

Vm2 + 0,25

1
tg—mg-rcm

4ln

RePr+

My = 761g(Re/7)

m4-1

m4-+1

(R6a)

(87a)

(’7h)
(R87¢c)
(87d)
(R7e)

(R7£)
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Auf dieselbe Weise laBlit sich auch eine Gleichung fiir die
Temperaturverteilung angeben. Die Differentialgleichung (11)

20 _ (38, _ V%
dy 9y w 1+Prte A
geht unter Beachtung von
q q voc_ u
(3_) - _x‘!z- ‘”+ $p * = -Fprrutpy
qopu A 4

oder mit n=yu*/A in der Form [6(ﬂ/6+)/3(qPr)]w--1 iiber in

I(8/8%) e, 9/a, |
_— e - 2N (8Ra)
d(qer*) €n 1+Pr+€m/v

In der warmeleitenden Unterschicht (Pr+€mAr< 1) gilt fir nicht
zu grofie wandabstinde (q/q = 1) fir alle Reynolds- und Prandtl-
Zahlen:

9,8
‘8+

€m +
= nbPr = — nPr (RRh)
g,

Die Integratlon der Gleichung (88a) - nach Einsetzen von q/q_ , €/
und %= (l-v )qc - w m

8/9* p [ .
a(8/8%) = &m Pr+f 1+c(1-y )]y ay*
Ql”' *hle 1 1+Pr+qc(¢/3)(0,5+y+2)(1-y+2)

fiihrt auf das bereits geloste Integral (A14). Nach Einsetzen
der Integrationsgrenzen folgt fiur den Temperaturverlauf:

9y~ ) 3£m/€h[(1+c)lnFy+2-0,25-m2)(0,75+m2)
(

1 +
+2c my(arctg— -~ arctgl-)
o dmp v+2-0,25+m2)(0,75-m "3 m3 n3

5)

(y* emy)(1-my)

+ cm4ln

] (-R8¢c)

(y+—m4)(1+m4)

Die mit dieser Gleichung berechnete Temperaturverteilung liegt
etwas unterhalb des mit dem genauen numerischen Verfahren bestim-
mten Verlaufs (s. Abbh.42). Der Grund hierfiir ist der, daB einer-
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seits das Abklingen der turbulenten AustauschgroBfe in Wandnahe
nicht geniigend beriicksichtigt wird, und andererseits der Ansatz
(79a) fiir die q/qu-Verteilung etwas zu niedrige Werte liefert.

Eine bessere Naherung fir den mittleren Teil des Stromungs-
querschnitts erhialt man durch die Integration der Gleichung (88a)
innerhalb der Grenzen 4,/4%...8%9" und 0...y'. In diesem Bereich
kann der ¢p/v-Verlauf aus dem Mittengesetz (2) durch &yA «0,077
angenidhert werden. Unter Beachtung von (8y-&)/8 =2n.Pr/Nu,

(s. G1g.210 bzw. 248b) ergibt sich fiir nicht zu groBe Mitten-
abstande y*

8,8 y*2
w _ _5_m qc Pl"+[ 2 _ (1+C - £y+) (de)

¥ & Wo  1.0,07qpr*t 2O

Aus Gleichung (R5) geht hervor, dafl bei kleinen Prandtl-Zahlen
die NufBlelt-Zahl in erster Linie vom Produkt RePr  abhangt: Nach
Gleichung (78) ist 7, ndherungswecise proportional der keynolds-
Zahli Entsprechend zflt also fur das in Glg.(R3) enthaltene Glied

cPr ~ RePr . Durch die Proportionalitiat Nug~m,~ RePr  kommt
weiterhin zum Ausdruck, daBl der Exponent c¢ des Aen turbulenten
Anteil am warmeaustausch kennzeichnenden Gliedes Nu ~'(RePr+)

nahe 1 sein muf}. Dagegen ist zu erwarten, daBl der EinfluBl des
Produktes RePr® auf die lemperaturverteilung (4,-%)/8" wesentlich
geringer sein wird:Sieht man von dem EinfluBB von Re in c¢ ab,so folgt
(eh/cm)(&w-32/8*=f1(y+,RePr+=konst.). Unter Beachtung von § =1-1/Yc=
1-nPr*/(nePr’) geht diese Beziehung iiber in (€n,/€4) (8,-9)/3"=

f (ﬂPr ,RePr =konst.). 1In der neuen unabhiangigen Werénderlichen

n%r ist die Reyvnolds-Zahl implizit in 7 enthalten. Aus diesem

Grund muf} die Funktion f5, von dem FParameter RePr nahezu unab-
hangig sein: f (nPr+,RePr+=konst.)¢1\'(nPr+). Diese Aussage wird
durch die in Abb.42 fiir Pr+=0,01...0,% dargestellten genauen Er-
gebnisse bestatigt.

Die nach Gleichung (R6a) bherechneten NuBelt-Zahlen Nu * sind
in Tab. 3 mit den aus dem genauen numerischen Verfahren gewon-
nenen kErgebnissen Nu, fir verschiedene Reynolds- und Prandtl-
Zahlen verg]ichen.+Die Zahlenwerte fir Nu, liegen in dem ange-
gebenen Re- und Pr -Bereich aus den weiter oben bereits genannten
urinden um zwischen 3% und 15% zu hoch.

Als untere Grenze fir Nu, ergibt sich aus Glg.(85) fiir Pr=0:
Nuo-min = 12/(3+c) (86b)

Fir q =konst. geht diese Gleichung iiber in Nu . =12/(2+1/¢ ).
Darin ist die Tatsache richtig wiedergegeben,OagﬁnNuo(Pr=0) "
mit zunehmender Kevnolds-Zahl ebhenfalls héhere Werte annimmt,
wahrend dies bei der Naherung c=0 nicht zum Ausdruck kommt.

Wendet man den Niherungsansatz (79a) fiir q/q_ auf den Fall
laminarer Stromung an, so folgt fiir q =konst. mit ¢ =0,5 aus den
Gleichungen (R4b) und (86b): c=1 und Nuo=3, der exalte Wert
Nu,=48/18=2,67 ist also um 11% kleiner. Fiir ¥,=konst. erhdlt man
mit ©,=0,354 : ¢=2,61 und Nuy=2,14 .Der exakte Wert Nu,=2,025 ist
hierbei nur um 3% niedriger.



3.1.2.4. NAHERUNGSLOSUNG FUR UNVERANDERI.1ICHIEN WARMEFLUSS BET
MITTIIEREN BIS GROSSEN PRANDTL~ZAHLEN

Bei geniigend hohen Prandtl-Zahlen kann die durch Molekular-
hewegung iibertragene Warmemcnge gegeniiber dem durch turbulenten
Austausch lUbertragenen Anteil vernachlassigt werden. Nach uweg-
lassen des Glieds 1 im Nenner der rechten Seite der Gleichung
(8Ra) erhalt man :

e en [ 979,
]d(@/’& ) = - c—h ]-cmT dfl (898)

Da fir q_=konst. die wandnormale Warmestromdichteverteilung

/q nur wenig von der Schugspannungsvertei]ung T/Ty abweicht
?(qk;YGV%.)fblgt fir Re=3.10" etwa dem in Abb.44 fiir Pr*=1000
hei #4.,=konst. eingezeichneten Verlauf), kann ndherungsweise

als Losung des lntegrals auf der rechten >eite dieser Gleichung
die im vollturbulenten Bereich fir die Geschwindigkeitsvertei-
lung giiltiee Beziehung

. /Ty
d(u/u’) = /v dn = a lnn + c
iibernommen werden. Die Temperaturverteilung lautet demnach

*.-% ¢

W m +

v = E;[atlnq + ct(Pr ﬂ (89b)

Die Integrationskonstante ¢, ist hierbei eine Funktion der Prandtl-
Zahl. Der Proportionalitétsfaktor ay ist wegen (q/q,)/(t/Ty)>1
hoher als a und zusidtzlich von der Reynolds-Zahl abhangig (mit
steigender Reynolds-Zahl -und unabhidngig von Pr- nimmt der Quotient
(q/qw)/(T/Tw)>1 ab, wodurch auch at/a ndaher an den W%ert 1 riickt).
Die unteren Grenzen n der Giiltigkeit der beiden logarithmischen
tesetze fiir die Geschwindigkeit einerseits und fiir die Temperatur
andererseits sind unegefahr dieselben : Nguipn& 30. In der Form

3,9
3 = a{ Inn + cé(Pr) (89c¢c)

kann wegen af =at(e /ch) der Quotient a¢'/a Werte kleiner 1 an-
nchmen, da fur Pr>1 Werte En/€h€ 1 zu erwarten sind (s.Abb.11)

Mit Hilfe der letztgenannten Gleichung und dem logarithmischen
Geschwindigkeitscesetz 1afit sich fur den Warmeaustausch folgende
Bezichung aufstellen /19/(in ahnlicher Form bereits von von Karmén

vorgeschlagen):
St = £/8 (90)
a¢/a+f1(Pr) +fo(Pr)%/8

3.2. PARAL] ELE PLATTEN, SYMMETRISCHER WARMEAUSTAUSCH

3.2.1. LAMINARE STROMUNG, EXAKTE BERECHNUNG FUR quw=konst.

Das Ueschwindigkeitsprofil.?=1—y+2 ist identisch mit demjenigen
bei laminarer Rohrstromung. Wahrend jedoch beim Rohr die mittlere
Geschwindigkeit @,=1/2 ist, gilt hei parallelen Platten ¢pp=2/3.
Fiur den Warmeiibergang erhalt man analog zu Abschnitt 3.1.1:

+4

+ -~
a_ _ Yy _ ot2 _ _6._+2 1
ay =G -y @ =1-zy" + 3y

0,=136/175-0,777 Nu=140/17=8 24
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Die NuBelt-Zahl ist hier gegeniiber dem Rohr um etwa den Faktor 2
griofer. Dies liegt zundchst daran, daB auch die Quotienten dn/ry,
die gemdB Glg. (19) in Nu linear eingehen, fir die beiden betrachte-
ten Geometrien im Verhdltnss 1/2 zueinander stehen, andererseits
ist aus dieser Tatsache zu erkennen, daB beim Rohr die giinstigere
Durchsatzverteilung (dG/G)p=18 y*(da/G)pp durch den ungiunstigeren
q/qw-Verlauf -als Folge der?Abnahme der vom wandnormalen Wirme-
strom durchflossenen Flache- naherungsweise kompensiert wird**,

3.2.2. TURBULENTE STROMUNG

3.2.2.1. FORMELN FOR STROMUNGSMECHANISCHE GROSSEN

Experimentelle Untersuchungen haben gezeigt, daB die Geschwin-
digkeitsprofile in rechteckigen Kanalen mit groBem Seitenverhaltnis
nur unwesentlich von denjenigen im Rohr abweichen. Es gelten daher
bei parallelen Platten die in Abschnitt 3.1.2.1 zusommengestellten
Beziehungen mit Ausnahme folgender Abweichungen:

-In Glg. (64b) ist der Durchmesser d durch den Plattenabstand h

zZu ersetzen.

-Die mittlere Geschwindigkeit ¢, errechnet sich aus Gleg.(194)

mit rq1/rc=1 zu

1 1 Mn
- 1 - c.- ., 3.856
m uc/u+ [8 Me cinc T ] (91)

-Die aquivalente Rohr-Reynolds-Zah]l lautet

1 PmT

Re, = ~——— Re
T™2 Pmpp

PP (92)

wobei g rund @,pp die fir Rep berechneten Mittelwerte der Ge-
schwindigkeit fur das Rohr bhzw. fur die parallelen Platten be-
deuten. Daraus erhidlt man fir den Widerstandskoeffizienten

KT+ g (ReT/7)

Mit‘f+=§T(Repp) ist dabei derjenige Widerstandskoeffizient be-
zeichnet, der sich fiir die Platten-Reynolds-Zahl Repp=2ugh/v

aus dem Widerstandsgesetz des Rohres Glg. (69b) ergibt. Die

hier beschriebenen Beziehungen werden in Abschnitt 3.5.2 fiir

den allgemeinen Fall des Ringspaltes hergeleitet, der die paral-
lelen Platten, gekennzeichnet durch ri/ro=r¢/r2=1, mit ein-
schliefit. Die numerische Auswertung der Gleichung (93) ergibt
Kpp“ﬂr“, in (bereinstimmung mit dem Experiment. Fiir die in Tab.1
aufgefiihrten dquivalenten Rohr-Reynolds-Zahlen Rer erhalt man

die in Tab.4 angegebenen Reynolds-Zahlen Re-RePP.

*¥Die Teilbeitrage dG vom Gesamtdurchsatz G erhdlt man wie folgt:
% A + + +2
(dG/G) . i 2xy updy”/(xy, " “u ) i E .

. e + +

Pupp
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3.2.2.2. DER WARMEUBERGANG FUR gw=konst. UND Pr=0

Analog zur Herleitung im Abschnitt 3.1.2.2 ~erhédlt man:
a) mit dem Potenzgesetz Glg. (73a)

g_ = 1 - (1_y+)1+1/n (948)
w
1
Pa = T3i/n (95a)
Nu_ = 4 1320 (96a)

b) mit dem logarithmischen Gesetz Glg. (73b)

+ + -
a, y . nn_+ (94b)

lnn +1,2
P - c (95b)
lnqc+2,2
R Ilnn +9,6
Nu, = L (96b)
lnr,c+1,7
f'c = Re (97)

20,4 lg(Re/7)

Die angegebenen wandnormalen Warmestromdichteverteilungen gelten
fur alle Prandtl-Zahlen. In Tabelle 4 sind die so gewonnenen
NuBelt-Zahlen Nu, und die mittleren Geschwindigkeiten ¢Pn den mit
dem genauen nummerischen Verfahren bestimmten Ergebnissen gegen-
iibergestellt. Wie bereits beim Rohr ist auch hier die (bereinstim-
mung befriedigend.
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3.2.2.3. NAHERUNGSLOSUNG FUR qwukonst. UND KLEINE PRANDTL-ZAHLEN

Nach dem bereits fiir das Rohr (Abschnitt 3.1.2.3 ) beschriebenen
Verfahren ergibt sich im vorliegenden Fall

d(a/a,) p[0+(1-0) F ]

dy* Ip[e+(1-e) Fo]dy+

C = 1 - 1

i?[e+(1-e) Fo]dy+
[

Die Vereinfachungen fiur g, =konst. und‘0 =konst. fiuhren auch bei
parallelen Platten zu den Formeln (84b) und (84c). Fiir die NuBelt-
Zahl Nu,_ gelten die Gleichungen (86a) und (86b) nach Multiplika-
tion m1? dem Faktor 2 entsprechend dem gegeniiber dem Rohr verdop-
pe]ten Wert fiur d w+ Dasegen ist die Glchung (87¢) fir mq wegen

(vgl. Glg. (78 und (97)) durch 2 zu dividieren. In Gleichung (R84d)
1st das Glied 2/Nuy durch 4/Nugy zu ersetzen,Gle(RRc) gilt unverandert.

Die Anwendung des Naherungsverfahrens auf die laminare Stromung
ergibt fiur den Fall q _=konst. eine um 7% zu hohe NuBlelt-Zahl Nug,
wihrend fiir 8 _=konst. Nuo auf 5% genau ermittelt wird. Die Anpas-
sung ist also hier noch etwas besser als bheim Rohr. Dasselbe gilt
auch fiir die turbulente Stromung, wie Tabelle 5 zeigt.

3.3. PARALLELE PLATTEN, ASYMMETRISCHER WARMEAUSTAUSCH

3.3.1. LAMINARE STROMUNG, EXAKTE BERECHNUNG FUR gy=konst.

Die parabolische Geschwindigkeitsverteilung lautet in den dimensi-
onslosen Koordiantenfunuly*:l—y/h (s. Abb. 1f):

p = 4y (1-y")

Daraus erhalt man:

g_ - u+2(3_2y+)

w

O = 1 -2y*3 4 y*t (98)
e, = 26/35 = 0,743

Nu = 70/13 = 5,38 (99)
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Bei einseitigem Warmeiibergang ist der hydraulische Durchmesser
wieder wie beim Rohr gleich dem doppelten Abstand, den die Stelle
3%/3y=0 von der wirmetauschenden Wand trennt. Die NuBelt-Zahl ist
hier grofier als der entsprechend durch 2 dividierte Wert bei sym-
metrischem warmeaustausch. Dieses Verhalten laB8t sich vorhersehen,
da im vorliegenden Fall die Durchsatzverteilung beziiglich des Tem-
peraturverlaufs ginstiger ist: Das Geschwindigkeitsmaximum liegt
naher zu dem Gebiet, in dem sich das Temperaturprofil aufbaut,
wiahrend in dem einfluBloseren Bereich 39/dy+-0 auch ¢~+0 geht. Zusam-
men mit den Ausfilhrungen in Abschnitt 3.2.1 ist daraus auch zu er-
sehen, daB die NuBelt-Zahl hoher als beim Rohr liegen muB. An dieé-
ser Stelle sei ein interessanter, auch bei turbulenter Strimung
fur Pr=0 und alle Revnolds-Zahlen giiltiger Zusammenhang beschrieben,
der den asymmetrischen Warmeaustausch bei parallelen Platten gegen-
iiber allen anderen Warmeilibergangsbedineungen auszeichnet: Die
NuBelt-Zahl Nuy ist bei konstantem WarmefluBl fir jedes symmetrische
Geschwindigkei tsprofil

Nuo = 4 (100)

Um diesen Wert zu bestimmen, ist es dabei nicht notwendig, auf den
detaillierten Rechnungsgang einzugehen, wie im folgenden gezeigt
wird: Aus der Warmebilanz fir die Schicht dy

a3 J
PCpdx dy = - 53

folgt, daB aq/ay durch die Svmmetrie des Geschwindizkeitsprofils u
ebenfalls symmetrisch zu y=h/2 ist, da der axiale Temperaturgra-
dient 0%/3x fiir gw=konst. nicht vom Wandabstand abhangt. Diese Tat-
sache hat zur Folge, daB q/q, S-formig um die Gerade q/qu=y* ver-
lauft, wobei Rotationssymmetrie um den Punkt y*=0,5 Q/Qy=0,5 be-
steht. Die Form des Geschwindigkeitsprofils bestimgt lediglich die
Amplitude dieses S-Verlaufs, wiahrend das Integral J(q/qw)dy* stets
g€leich dem Flacheninhalt des Dreiecks ist,das in der Darstellung
q/qy=f(y*) durch die Geraden y+=yy', q/Quw=0 und q/qy=y* gebildet
wirx. Diese Flache hat die GroBlie 0,5 und mit dh/r'-2 erhalt man

aus Glg. (19) das obengenannte Ergebnis. Damit ist auch der Tempe-
raturgradient an der Wand (de/dy*)y unabhédngig von den Strémungs-
verhaltnissen und der EinfluBl der Reynolds-Zahl bei turbulenter
Stromung (Pr=0) kommt nur im Temperaturprofil innerhalb des Stro-
mungsquerschnitts und damit verbunden in der GroBe der Mischungs-
temperatur Op zum Ausdruck. Ein zu dem hier beschriebenen Fall ahn-
liches Verhalten findet man bei der ebenen Platte, wie in Abschnitt
3.4.3 gezeigt wird.

Es ist der Vorteil der NuBlelt-Zahl Nu, zegeniiber Nu, daB fir sie
in vielen Fallen eindeutige Aussargen n6g?ich sind, die auf Nu durch
den EinfluBl der Mischungstemperatur Oy nicht in demselben Ma8 aus-
gedehnt werden kinnen. Auch bei experimentellen Arbeiten, in denen
die Flussigkeitstemperatur an der fiir die MeBgenauigkeit giinstig-
sten Stelle 39/0y=0 direkt gemessen wird, kann ohne Kenntnis von
O nur Nu, berechnet werden. Dageegen ist zur Berechnung des Warme-
austausches im allgemeinen die NuBelt-Zahl Nu wertvoller, da durch
die Warmebilanz in Strémungsrichtung die Mischungstemperatur &5, je-
doch nicht die Temperatur 9, bekannt ist.
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3.3.2. TURBULENTE_ STROMUNG

Die Berechnung der NuBelt-Zahl fur den Fall gqy=konst. und Pr=0
ist bereits im vorangegangenen Abschnitt vorweggenommen. Der Voll-
stdandigkeit halber wird hier lediglich die aus dem Potenzge ?}z
-hier in der Form 9:(2y+)1/n fir 0€y+<0,5 bzw. y-[2(l-y )T n
fir 0,5€y*€1 - ermittelte FluBverteilung q/q, mitgeteilt:

%_ . 21/n(y+)1+1/n (fiir o<y*<o,5)
w

.- 21/0(1yH) 1M (giir 0,5¢y*s1)
w

Eine Ndaherungsrechnung fur qg =konst. und Pr€1 in der fiir das Rohr
und den symmetrischen Warmeaustausch bei parallelen Platten in Ab-
schnitt 3.1.2.3 bzw. 3.2.2.3 beschriebenen Form ist beim asvm-
metrischen warmeaustausch nicht moglich.

3.4. DIE EBENE PLATTE

3.4.1. DER_WANDNORMALE SCHUBSPANNUNGSVERLAUF

Der Verlauf der Schubspannung t/T,, kann durch Anwendung des Im-
pulssatzes und, unabhingig davon, durch Integration der Grenz-
schichtgleichung ermittelt werden.

a) Anwendung des Impulssatzes

Die hier ezegebhene Herleitunz folgt einer Darstellung von Schlichting
/15/ und stellt eine Erweiterung in dem Sinne dar, daB3 nicht nur

die Wandschubspannung Ty(x) sondern auch der wandnormale Verlauf
der Schubspannung T(y) innerhalb der Stromunesgrenzschicht bestimmt
werden.

Abbildung 6 zeigt einen Léngsschnitt durch die hydraulische und
thermische Grenzschicht. Die Abschnitte OB und CB sind so gelegt ,daB
langs ihnen die Geschwindigkeit u bzw. die Temperatur ¥ jeweils
konstant sind.Zu jedem beliebigen Punkt B innerhalb der beiden
Grenzschichten lassen sich so immer zwei eindeutig bestimmte Kurven
u=konst. bzw. ¥-konst. finden. Eine Ahnlichkeit der u-bzw.®Profile
in Stromungsrichtung oder eine Proportionalitdt der hydraulischen
und thermischen Grenzschichtdicken dydtskonst. ist nicht vorausge-
setzt. Die Anwendung des Impulssatzes fiihrt zu den in folgender
Tabelle zusammengestellten krgebnissen:
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Abschnitt Menge X - Impuls Enthalpie
2
AA1 }u.dy 9](;.dy gcp]u.\t,dy
° ] 1
] 2 1 2
BB, ~|udy=- udy+]udy -glu dy+9!u dy -9cpIquy+9cpTu3dy
y ] o 0 0 ®
b
AB, -}(u,-u)dy -gu“I(u.—u)dy -QChﬁ,[(q.—u)dy
] 0 [ ]
u=uq: AOB T d ¥ d Y q %
8=%,: ACB ;ﬁ“ y ‘91[“ y .]q' x—9cp%Judy
Y=Kontroll-| JMenge=0 dImpuls=Wider- |JEnthalpie=Wdirme-
flache stand strom

Tabelle 6: Impuls- und Enthalpie-FluB durch die in Abb.6 definier-
ten Abschnitte der Kontrollfliache an der ehenen Platte

Der wandparallele Gesamtwiderstand W langs der Flache AOB ist
gleich der Summe des Impulsflusses in x-Richtung (Breite 1)

h Y
wW(x,y) = QJ u(u,-u)dy + 9I u2dy - ?ujudy
]
Andererseits gilt fiir die wandparallele Schubspannung:
f(x,Y) = g‘:‘

und somit erhidlt man nach Einfiihren von so-u/u.
- Jow@eofymeJu
T
= (1-2) dy+2J -ﬁdy- ] dy
§ Ve ¥ F ? ; Ox

y
} (1- 29)31 dy + (1-9)] gﬂl dy (101a)
0.

X
y

_1_‘!_ f _2?)§¢ dy (101b)
0

§us
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tfige -z e
.:_’: -1 - (101c)

}( 1-27)g-§'dy
[

oy (-] %)

dy 17(1-27)%'; dy
o

(1014d)

b) Integration der Grenzschichtgleichung
Die Impulsgleichung in der fur laminare und turbulente Stromung

gultigen Form

F I !

kann unter Beachtung der Kontinuitatsgleichung

g-g+g-§-o (102)

integriert werden:

Y [ ]
I[u%-g—; Ig%dy]dyz% [%-g;dy (103)
o T

y

Das zweite Glied im Integranten auf der linken Seite dieser Glei-
chung laf#t sich nach Anpassung der unteren Intecrationsgrenzen
durch partielle Integration umformen:

Mo oo (2] mafo-][2]2o]w

Y 0 0 0 o 0

b 4

-u.]g%dy-I %9 y-uJ%—‘;dy+Iug§dy
¢ o 0 0
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Damit folgt aus Glg. (103):

£ 2 e ey + o B0 - uuar - fugaer

9 ° ’ '
- oo o
L J 0 o 0

in Ubereinstimmung mit Glg. (101a).

Bei laminarer Stromung stehen zwei einfache Naherungslésungen
fiir die Geschwindigkeitsverteilung ¢ zur Verfiugung, die aus einem
Reihenansatz fiir den mit der Grenzschichtdicke § dimensionshe-
freiten Wandabstand y bestehen:

¢* = 1,5 (yd) - 0,5 (y/4)° (104a)

¢** = 2 (vA) - 2 (y/8)° + (v/d)* (104b)

Die ?leichung (204b) befriedigt zusatzlich zu den von den Gleichun-
gen (104a) und (104b) erfiillten Bedincungen: =0, =1,
[dzp/(d(y/d ))2 Jy=0 auch noch [dzso/(d(y/d ))2 ]cagwund ?igmit
[dr/d(yﬁd)]czo. Beiden Gleichunzen gemeinsam ist jedoch die unge-
naue Wiedergabe der aus T/Twz[d,/d(yﬁd)]/[ﬁy/d(yﬁ?)]w berechneten
Schubspannungsverteilung. Fur diese direkte Bestimmung von T/Ty
sind die Gleichungen aber auch nicht gedacht. Die folgenden Aus-
fuhrungen zeigen, d& sie zur Auswertung der Integralbeziehungen
(101) recht brauchbare Ansatze darstellen. Hierzu muB Glg. (101c)
zuerst umgeformt werden. Es gilt:

g% ) 32&'735 : 5: =" ddlyi78) 31’ (¥ %% (105)

Durch Einsetzen in Glg.(101c) erhidlt man:
y/‘

Lt (1) 2 ety

'r;' 1 - (106)

[ - 2epatitm(3)a)
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werden die aus ¢* und ¢** erhaltenen GroBen, wie z.B. d und T,
auf dieselbe Weise unterschieden wie die Geschwindigkeitsansatze,
also J*, d** etc., so folgt nach Ausfihrung der einzelnen Inte-

(%)‘ -1 - (3,’,)3 L5(},)4 - 49(}‘)2 + 70] (107a)
(-{,‘-';)”= 1 - 3{'-;)3 56(7;-;)6 - 252(3!;-;)S + 270(33'-‘)A
+462(?7“)3 - 882(7";)2 + 420] (107b)

Mit den beiden Beziehungen fir die Wandschubspannung

ma

(

\Jla
N

1
w 9u,2. %g— I (29-1) a%%gj(})d(}) (108a)

Tw = #}.(W%%T)w (108b)

-
n

und

ist die Grenzschichtdicke definiert. Die Geschwindigkeitsgesetze
in der Form @(y/d§) ergeben unter der Bedingung, daB sich ihr Giil-
tigkeitshereich bis zur Plattenvorderkante erstreckt*?:

;‘f—= L o (109)
In Gleichung (109) bedeuten 7y der dimensionslose Wandabstand
Up
n = y (110)
an der Stelle v=d und Rey die mit der Laufldnge x gehildete Rey-

nolds-Zahl

Rey = MwX
x v

+ Bel der Integration der Differentialgleichung fir d ist formal
am Plattenbeginn (x=0) d=0 cesetzt, obwohl diese Stelle von der

Betrachtung ausgeschlossen werden muB8, da dort die Vereinfach-
ungen,_die zur Grenzschichtgleichung fﬁhrten, nicht gelten.
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Mit den beiden Naherungsansatzen ?* und gﬁ* erhalt man:

+
N, = V280/13 = 4,64

und +4

7 = V1260/37 = 5,83

Die exakte Rechnung ergibt, dafl an der Stelle n= qf*=5,83 die
Schubspannung T/t, auf 1% abgeklungen ist, fiir m= 7' dagegen be-
bragt dieser Wert 8,4% und an der iiblicherweise als Grenzschicht-
dicke definierten Stelle 7,=5, an der die Geschwindigkeit 99% ihres
Endwertes erreicht, hat die Schubspannung T noch 4,8% ihres Maximal-
wertes Ty.

Bei turbulegter Stromung -die kritische Reynolds-Zahl Reyx liegt
bei ca. 3,2:-10° - liefert das Potenzgesetz

p-(3)"" | (111)

fir das Integral in Glg. (108a) den Wert n/’K1+n)(2+n)] Die Glei-
chung (111) gilt in eroBer Wandniahe nicht, da durch sie die lami-
nare Unterschicht nicht beriicksichtigt w1rd. Anstelle der Gleichung
(108b) muB8 die wandschubspannung T, durch Messungen bestimmt werden.
Die von Blasius angegebene Beziehung
1/4
T

o = 0,0235 ('J.\:fl)

ist bis zu Reynolds-Zahlen Rex-lo7 durch Versuche bestatigt. Damit
ergibt sich die Grenzschichtdicke zu

(é)t . ) oR,384

e
X

sie wachst a]so mit der P?tenz 4/5 des Abstandes x von der Platten-
vorderk??ée dturb'“x , wahrend bei laminarer Stromung
gi lt
Ble Gleichung (106) fiihrt unter Beibehaltung des Potenzgesetzes
zu folgender Schubspannungsverteilung:

I

1+42/n
) (112)

Im Gegensatz zu den Ansiatzen ¢* und ¢** bei laminarer Stromung,die

beide an der Stelle y=d ohne Knick 1in 9 =1 iibergehen, ergibt sich
hier infolge der Beziehung Jd ¢/d(y/d) Je=1/n fiir den t/t‘-Verlauf
ine unstetige Krimmung an der Stelle 'v=d:

d(T/Ty)/d(y/d) lc=-(1+2/n). Dacegen wird an der Wand die Bedingung
d(f/fw)/d(yﬁd) =0 richtig wiedergegeben.
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Die Ergebnisse dieses Abschnitts sind fiir die laminare Stromung
in Abb.7 dargestellt. Dabei sind die Funktionen f(y/ ) auf die ein-
heitliche Koordinate qs(y/d)n‘ umgerechnet.

3.4.2. DER WANDNORMALE WARMESTROMDICHTEVERLAUF

Den beiden im vorangecangenen Abschnitt zur Herleitung der
Schubspannungsverteilung T/Ty beschriebenen Verfahren entsprechen
bei der Bestimmune des Warmestromdichteverlaufs q/qy die Anwendung
der Warmestromegleichung sowie die Integration der Temperaturgrenz-
schichtgleichung.

a) Anwendung der Wiarmestromgleichung

In Abb. 6 folgt die Kontrollflache im Abschnitt CB der Linie
d=konst. Die Teilbeitrige der durch die einzelnen Abschnitte hin-
durchstromenden Fliissigkeitsmengen sind fur die Impuls- und fiir die
kEnthalpiebetrachtung dieselben, da den beiden Kontrollflachen die
Eckpunkte A,A1,B und By gemeinsam sind (lings Ox1 bzw.Cxq gilt u=0).
Die Addition der Spalte "Enthalpie" in Tab.6 ergibt den WarmefluB
fir die Kontrollflache als Differenz der ein- und austretenden
warmemengen:

h b 4 X
Q = QCp Iu(-ﬁ,-ﬂ)dy + Iu&dy - 8Iudy + qudx (113)
0 0 0 [

Die wandnormale Wiarmestromdichte q langs der Fldche ¥=konst. ist
q=-9Q/9x und durch Differentiation der Glg. (113) folgt mit ?=u/u.:

b 4 J
i - - | [Breeo s - [ (032 agt)or o] 30

[%%("-"” -?%]dy + (3-%) rg—%dy (114a)

| J W

Mit der dimensionslosen Temperatur

9-9

6, (x,v) = ﬁ (115)

- eine Ahnlichkeit der ©_-Profile ist an dieser Stelle noch nicht

vorausgesetzt- erhalt man daraus:
h
L1 ¥
9 = (1-8 )% - "]dy (1-6_) I 114b
pe e (3, - %) J[ x %¥ Pax |4y + x> ) %!zdy (114b)

TTAls Beispiel ist hier der Fall gy-konst.(m=1) gewdhlt. Der aus den
Gleichungen (119),(121) und (131Y folgende Temperaturverlauf =4, -
(8 -Fyh) (1-8) (x/xp " gestattet, den Ort konstanter Temperatur in der
Flissigkeit zu bestimmen. Fiir d|&.-8y|/dx<0 (m< -0,5) beginnen alle
¥=konst. an der Plattenvorderkante (x.=0), fir dj&-38 |/dx>0 (m>-0,5)

dageegen ist dies auf 89=8. beschridnkt, wahrend der Ursprung der
Kurven d=konst.=d« an der Stelle x>0 liegt.
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sowie XY

_J [(1-6,9%5 -993—;‘;]@ - (1-8)) ngdy
= 1 -

0 (114¢)
_ J6
I[“-Gx)%i 725 ex

a
U

Fur éx=9besteht Identitat zwischen q/qy und ¥/t, wie der Vergleich
mit Glg. (101c) zeigt; dies setzt nach Glg.(115) ¥y=9wn=konst.
voraus.

b) Integration der Temperaturgrenzschichtgleichung

Die aus der Energiegleichung abgeleitete Temperaturgrenzschicht-
gleichung

a8 33 19
UK-O-VWt—?—CP-sg’

(bei laminarer Stromung kann_die rechte Seite durch aaghay' , bei
turbulenter Strémung durch a&—[(iﬂ’r"t./va] ersetzt werden) ergibt
bei Integration in den Grenzen y und h mit Glg. (102)

b
I(u%‘-:_g_grbi y)dy i, ?g; (116)

Wie bei der Losung der Gleichung (103) bereits beschrieben, gilt:

h

Y
38 [ 3o - o - Jottor - ot - ot
y 0 0

Dies fiihrt nach Einsetzen in Glg. (116) mit 7=u/u. zu Gleichung
(114a).

3.4.3. DER WARMEUBERGANG BEI UNVERANDERLICHER NUSSELT-ZAHL

Wie in Abschnitt 2.2.3 fir allseits geschlossene zylindrische
Begrenzung des Stromungsraumes, soll nun auch fiir den halbunendli-
chen Raum die Beschrdnkung auf diejenigen Fédlle erfolgen, die zu
einer von der Lauflange x unabhiangigen NuBlelt-Zahl fiihren.

Die erste Voraussetzung, welche dabei zu erfiillen ist, betrifft
die Bildung der Nufielt-Zahl selbst: Als charakteristische Lange
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muB eine GroBe gewdhlt werden, die im wandnormalen Temperaturpro-
fil reproduzierbar ist. Hierfur ist die Temperaturgrenzschicht-
dicke df geeignet, die sich bei Temperaturverteilungen der Form
0(y/d¢) aus vorgeschriebenen Randbedingungen und fir 6(y) nach
freier Wahl -etwa yv(6=0,99)- ergeben. Grundsatzlich ist auch jede
aus diesen Groflen durch Multiplikation mit einem beliebigen Faktor
gebildete Linge zulidssig. Im Umfang der hier die ebene Platte be-
treffenden Ausfiihrungen wird folgende Festlegung getroffen:

oLJt
Nuo = T— (117)

Fir den Warmestromdichteverlauf q/qy, und die Temperaturvertei-
lung 0=(9-8,)/(Jp-9,) gilt wieder die Forderung, doB sie von x un-
abhangig sind. Dies fiihrt mit Ausnahme des Proportionalitatsfaktors
¢ unter Beachtung von ob-ﬁba=3b bzw. Oxo=1 zu den in den Gleichungen
(24) bis (29) enthaltenen Beziehungen:

Ox (:_b ’ %;) ) ;::%:%' (118)
e(%;) - %ﬁ?w | (119)

0, (§; , }t-) = (1-0,,.) 0 + 0, (120)
o, (X - O (121)

xw xpt T 80y

Fiur die Konstante ¢ erhalt man:
q. \/d
- - =[]t
© T ) ()(BT) (122)

Die Bezugslidnge x|, ist ein beliebig wdhlbarer Wert der Lauflidnge x,
mit Ausnahme von X=Xa=0. An der Stelle x=xp gilt ¥,=8;, bzw. @,,-0.
Der wandparallele Temperaturgradient 96x/9(x/xp) laBt sich durch
partielle Differentiation der Gleichung (118) berechnen:

36, 20 20,  Aqy/d,)
0x/x)) T AGx/x,) t Ay78) Ax/x,)

aex b\/Y ddt 39x
a(x:"b) B (;:)(3:)(5§_)3(y;3t)
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Fiur den hier vorliegenden Fall ahnlicher Temperaturprofile geht
diese Gleichung mit Glg. (120) iiber in

aéx de_ X}, dd, de
31x7xb5 = (1-0) dlx7xb5 -(3:)(%:) —ax [(1-9y) dIY73tS
(123)

Ersetzt man in Glg. (114c) den Wandabstand y durch y/d¢, so folgt
mit Hilfe der Gleichungen (105), (120) und (123):

yl4

y/4,
(- Ja® +-001-0, )Py (%) [ Dty e

Q.-

w z[...]d({;‘—)

L

(124)

Der Inhalt der geschweiften Klammer in den beiden Integralen lautet:

[} = [cr-0201-0,)(F) 384 Wﬁﬂ*?[‘"‘”m

-(@)(#) = aol)

Die x-abhidngigen GroBlen miissen aus dieser Gleichung durch Kiirzung
entfernt werden. Dies laf3it sich unter folgenden Voraussetzungen
durchfiihren:

%L = konst. (125)
o, dd,
T/xg) =~ “(;%(dx (1-e,) (126)

wobel n eine Konstante ist.
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Die endgiiltige Form der Gleichung (124) lautet:

g_ -1 - Z (128)
v J{r[n(1-e)+}t--—(73—” o |-a-0(%) 7% - )
mit
-yl
2 - [ls[nc-0(F)aitap |- -0 () arifer]o(5)
v1-0 | () a9 4]
. ) Vot d(y/o¢ Y
Die warmestromdichte an der Wand ergibt sich zu
ANug (8,-9,,) !
a - VUOJ‘W = 9cpu“(ﬂw-0“)gg‘—! {?[n(1-6)+(§:) d—(%m]

—(1-9)(%)3(%733} a(¥;) (129)

Die Integration der Gleichung (126) liefert den fiir Nuj=konst.
vorgeschriehenen Temperaturverlauf der Wand:

0, d
_J’id:xw - n‘(dd
“Yxw ¢

0 (19

oo (]

th
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Bei laminarer Stromung gilt 6~x1/2, die Gleichung (125) fordert
denselben Zusammenhang auch fir die thermische Grenzschichtdicke:
t~x1/2, damit wird der Temperaturverlauf der Wand

/2
Ow = 1 - (gg)n

Die zugehorige Verteilung der Warmestromdichte an der Wand ergibt
sich aus Glg. (122) zu
w - (_:_)(n-I)/Z

q
b b

Filhrt man, wie bei der Kanalstromung mit konstantem Druckabfall,
als Exponenten der WarmefluBverteilung die Bezeichnung m ein, so
folgen mit m=(n-1)/2 die endgiiltigen Beziehungen fir q'/qwb bzw.

Oxw:

q

6!; = (f;)' (130)
und N X \m+1/2

O . = 1 - (;;) (131)

Diese beiden Gleichungen sind in Abb.10 dargestellt. Die Uberle-
gungen, die in Abschnitt 2.2.53 mit Hilfe der Abb.2 zu den Aus-
sagen liber den Zusammenhang F,-Nu, gefiihrt haben, konnen im vor-
liegenden Fall sinngemdaB angewandt werden: An die Stelle d$§oPgra-
meters F, tritt hier die GréBe -dOxw/d(x/xp)=(0,5+m) (x/xp) v,

Trennt die ebene Platte zwei Teilstrdme verschiedener Tempera-
tur (9, = 9, und geht man weiterhin davon aus, daB eine gleichfor-
mige Anstromung u,,,%,, bzw. y,., 1%, -trotz damit bedingter Notwen-
digkeit einer warmeisolierenden Trennwand zwischen den beiden Teil-
stromen auch stromauf der Plattenvorderkante- gewihrleistet ist
(etwa durch Mitbewegen der Trennwiande), so konnen die heiden Bedin-
gungen (130) und (131) bei Gleichstrom, nicht jedoch bei Gegenstrom
erfiillt werden: Nach Abb. 10 l&aBt sich bei letzterem keine vertriag-
liche Kombination von Temperatur- und Wdrmestromdichteverteilung an
der Wand finden.

Die Warmestromdichte an der Wwand

qw1 = = qwz = k ('0'1.-1",.)

:ird)bei Gleichstrom unter Beachtung der Gleichungen (117) und
46b

(‘010 B \,4.)

qw] =
di d;
(% )s + &+ (),
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Daraus folgt mit d‘~x1/2 fiir sA, «(‘Néé—)i +(ﬁél‘x_ o

(;:_b)i= (2_:?)2 ) (53)-1/2

Durch Vergleich mit den Gleichungen (130) und (131) geht hervor, daB
diese Beziehung der Randbedingung Oxw=1 entspricht, die Wandtempera-
tur bleibt also konstant, wie zu erwarten war. Doch auch dieser Ein-
zelfall ist nur von theoretischem Interesse, die praktische Anwen-
dung der Gleichungen (130) und (131) bleibt auf die Falle aufgeprag-
ter Temperatur bhzw. aufgeprigten Warmestroms beschrankt.

Zur Berechnung der Wirmeiibergangszahl o bzw. der NuBelt-Zahl

olX

Nu, =%

aus Nu, ist noch die Kenntnis der Temperaturgrenzschichtdicke d, not-
wendig. Aus Gleichung (129) kann diese durch Integration mit deér
Anfangsbedingune x=0,d,=0 bestimmt werden (wie bei der Stromungs-
grenzschicht gilt der so gewonnene Verlauf von d; im niaheren Bereich
der Plattenverderkante nicht). Unter Beriicksichtigung von
RexPr=Qu.cpx/A erhdlt man:

2Nu
0o

, (132)
Re Pr 4[ {? [n( 1—6)+(,¥.)a-(-g—%:7]-( 1—0)(%)(1—(%}d(£)

4% .
X

Aus dieser Gleichung ist zu ersehen, da bei Ahnlichkeit der Tem-
peraturprofile stets Jyvﬁ? ist. Da andererseits d;/d =konst. voraus-
gesetzt wurde, erhalt man von der Lauflinge x unabhangige Nuflelt-
Zahlen Nu=o¢d,/l nur bei laminarer Stromung, da bei turbulenter
Stromung Jt~x4 5 gilt. Das Verhdltnis von hydraulischer zu thermi-
scher Grenzschichtdicke 14aBt sich nun aus den Gleichungen (109) und
(132) berechnen:

depr.n) - q,\%’g-; I{?[n(l-eh(}‘)ﬁ)— |-G-0)@Drgtas]ed

(133)

Die mit dem Abstand x von der Plattenvorderkante gebildete ortliche
Mufielt-Zahl Nu, ist damit bekannt:

Nu, - BX . od g, -———V,‘"‘ex (d/4) Nu, (134a)
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Definiert man eine mittlere Warmeilibergangszahl

o= ;1(- iadx
°

mit deren Hilfe der Widrmeaustausch einer Platte bis zur Stelle x
berechnet werden kann, so folgt aus Glg. (134a) «, =2« oder

Nu_, = 2 Nu_ (134b)

als mittlere Nuflelt-Zahl.

Als Niherungsansitze fir den Temperaturverlauf stehen wiederum
zwei Gleichungen zur Verfugung

e* = 1,5 (J) - 0,5 (-‘&.)3 (135a)

++ 3 4
o*tt = 2 (-,fw) -2 (f;fn) + (7}*) (135b)

die als Folge der gleichwertigen Randbedingungen den Naherungen
fir die Geschwindigkeitsverteilung ¢+ und ¢** entsprechen (s. Glg.
(104a) bzw. (104b)).

und

Fiur die nun folgenden Berechnungen werden die Ansatze ¢% und
~ O+ angewandt, da mit @** bzw. 0++ die Ergebnisse zu unhandlich
ausfallen und durch die dabei erzielten Verbesserungen nicht ge-
rechtfertigt werden.

Mit der durch die Gleichung (1359 festgelegten Temperaturgrenz-
schichtdicke d; ergibt sich eine NufBlelt-Zahl von

+ d9+
Nllo = [W]w = 1,5 (136)

wihrend der Ansatz Glg. (135b) mit d,°* > 4 zu Nuo**=2,0 fiihrt.

Der letztgenannte Wert Nu,**=2 deckt sich mit dem in Abschnitt 3.3.1.
fiir parallele Platten bei einseitigem Warmeilubergang und qw=konst.
gefundenen Wert Nu,=4, wenn man beriicksichtigt, daB dort dh/re=2

und bei der ebenen Platte d,/ry=1 ist. Die Erkldrung fiir diesen
Zusammenhang ist die, daB auch bei der ebenen Platte die Warme-
stromdichte q/q, einen S-férmigen Verlauf aufweist und nun speziell
beim Ansatz 0++ die Flache unter der Kurve (q/qy)** gleich derjeni-
gen unter der Geraden q/qy=1-(¥d{") in den Grenzen y/d;''=0 und

y/d, =1 ist. Eine Rotationssymmetrie wie im Fall paralleler Platten
existiert jedoch sowohl fiir (q/qy)++ als auch fir den nach der exak-
ten Rechnung ermittelten (q/qy)-Verlauf nur naherungsweise. In die-
sem Zusammenhang sei noch darauf hingewiesen, daB nach der von Pohl-
hausen /17/ fiir Gwakonst. durchgefiihrten exakten Berechnung bei

Pr=1 die oben genannte Flédchengleichheit fir 1,=2/0,332=6,024 erfiillt
wird, wie aus Glg.(134a) mit Nuy(Pr=1)=0,332 ex folgt. Die mit
diesem Wert 7, gebildete Gerade q/q,:)-nﬁu ist in Abb.7 mit einge-
zeichnet und verdeutlicht die geringe Abweichung des q/qy - bzw.
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'T/‘l’w-Verlaufes von der Rotatlonssvmmetrle um den Punkt

In der nun folgenden Berechnung der Funktion d/d; (Pr,m) mit
Hilfe der Naherungen ?+ und 0% miissen bei der Auswertung des in
Glg. (133) enthaltenen Integrals die beiden Falle d/d.)l und
d/d, €1 getrennt behandelt werden:

a) dAM>1 (Pr> 2—(T~TE7 )

Mit den Gleichungen (104a) und (135a) erhilt man:

Hfi?.wﬂ)(1—0+)+(}‘)a'%)]-(1-9+)(¥l)d ‘;,‘ )]d(}‘)

o ]{[1,5(‘{‘)(};)-0,s(é)s(i)%iem)[1-1,s(i)+o,s(}f]+1,5(§)(i) [1-HF)
-:,55" [1-1.5G+0,53] P [ 1-$2H? JJa

- o5 (1vm$ fa - B (137)

Unter Beriicksichtigung von Nu 2-39/560 ergibt sich nach Lkinsetzen
der Glg. (137) in Glg. (133) 81e Bestimmungsgleichung fiir d/d;:

- 13 -
" 2(1em) ()3 [19-($?]

Pr (138a)

Unter der Voraussetzung (d¢/6)2<14 geht diese Beziehung iiber in

+
- 3
(g_) = V%g (1+m) Pr & V2(1+m) Pr (139a)
A .

Eine zweite Ndaherung, die dann auch den Bereich 2(1+m)Pr—1 besser
erfafit, erhdalt man durch Substitution des Gliedes (d; /)< in Glei-
chung (138a) mit Hilfe der ersten Naherung (139a):

é“:y - Va(iem Pr{14- R(1+m) Pr172/°}/13  (139b)

¥Dieses Verhalten ist weiterhin der Grund dafur, daB bei formaler
Anwendung des Niherungsansatzes (79b) - wegen @u=0,4=1 wird gemiB
Glg.(R4c) c=0 und damit q/qu=y*+=1-y/d; =1-3/7, - die NuBelt-Zahl
Nu, ebenfalls den Wert 2 ergibt,obwohl dieses Verfahren im vorlie-
zenden Fall sinnvoller Grundlazen entbehrt.
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Fir die 6rtliche NuBelt-Zahl Nu  gem. Glg.(134a) folgt daher:

Nu * = 0,324 Vaex' Va(14mypr [14- [2(14+m)Pr]-2/3} /13 (140a)

te Naherung Nuy=0,332 'Rex VYPr' wird durch vorstehende Gleicgygg .
wie-

fir m=-1/2 und bei Vernachlidssieung des Gliedes 2(1+-)Pr]‘
dergegeben. Die Prandtl-Zahl, fiir die sich der Verlauf der thermi-
schen und hydraulischen Grenzschichtdicke deckt, kann aus Gleichung
(139b) ermittelt werden:

Die aus der exakten Losung fiir konstante Wandtemperatur abgeleite-

0,5
Pr(d=d,)= e (141)

Hieraus erkennt man, daB fiir Pr=1 die Grenzschichtdicken fiir Tem-
peratur und Geschwindigkeit nur dann iibereinstimmen, wenn m=-1/2,
d.h. 8,=konst. ist (vorausgesetzt natiirlich, daB d und d; in der-
selben Weise definiert sind).

b) dhs1 (Pre zrimm)

Hier muBB bei der Integration innerhalb der Grenzen yﬁﬂ =0 und
y/dy =1 beriicksichtigt werden, daB fir y/d3 d/d; die Geschwindig-
keit =1 ist:

1 1

&, .
Jtdoap - [do@ « [ oot oty Faghld

0 /4,

(Def Inhalt der geschweiften Klammer ist identisch mit demjenigen
in Gleg.137.) Die Aufldsung dieser Gleichung liefert:

13(5)2

T 2(1+m) @5-35(1)»,14(&)2 _(%)z]

(138b)

Fiihrt man wiederum fiir das Glied (d/dy)4, welches nur bei Werten
2(1+m)Pr nahe eins von Bedeutung ist, die dort giiltige Ndherung
(139a) ein, so laBlt sich das Verhaltnis der Grenzschichtdicken
d/d, explizit angeben:

l v
4d s 8 [2(1+m)pr]4/3 13
28(1+m)Pr ]

(139¢)
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Die damit berechenbare NuBelt-Zahl

Nu+ _ 0’405 Rex : (V1 +.8 {1_&(14-.)')]"4/3 H 13 _ 1]' -1)
X 13/ [28(1+m)Pr] 5 35 28( 1+m)Pr

(140b)
stimmt fir m=-0,5 sehr gut mit der von E.Eckert /16/ durch Integra-

tion der Grenzschichtgleichung und Anwendung auf den Fall ﬂi-konst.,
Pr<0, ¢=¢+ und 0=0* hergeleiteten Beziehung

VPrRex
(Nux+)E-
1,55 YPr + 3,09 v0,372-0,15 Pr

iiberein, ohne dafl die bheiden Gleichungen jedoch identisch sind.Die
durch daselhe Verfahren wie Eckert von Kutateladze /18/ fiir
dy=konst., Pr<O,p=¢** sowie 8=0** aufgestellte Formel

(Nux+jK = 0,55 V(l-Pri/s) PrRe

ist mit den beiden vorstehend erwahnten Gleichungen fir kleine
Prandtl-Zahlen (Pr<0,1) ebenfalls in guter Ubereinstimmung, wihrend
mit Annaherung an Pr=1 die bei der Herleitung vernachlassigten Glie-
der zweiter und hdherer Ordnung von d/d, zu AbweichunEen fihren. Fir
(1+4m)Pr>4 kann in Glg. (140a) das Glied [2(1+m)Pr]~2/3, und fiir
(1+m)Pr<0,4 in Glg. (140b) das Glied [2(1+n)Prf4/ entfallen.

In Abb.R ist der Verlauf der Kurve d/d gemaB den Gleichungen
(138a) und (138b) in Abhangigkeit von 2(1+m)Pr dargestellt. Die da-
bei zum V r§leich in das Gebiet 2(1+m)Pr<1 verlangerte Gerade
[2(1+m)PrP]1 3 macht die Abweichungen von der fiir 2(1+m)Pr>1 zulas-
sigen Naherung deutlich.

Die fir m=-0,5 (dy=konst.) aus den Gleichungen (138a),(138b) und
(134a) berechneten NuBelt-Zahlen Nux* sind in Tabelle 7 den von
Pohlhausen (neuerdings fiir Pr<0,6 erginzt, s./18/) nach dem exakten
Verfahren ermittelten Werten in der Form Nux/(Rex1 2pr1/3) gegen—
ibergestellt. Die Ubereinstimmung erweist sich als recht befriedi-
gend, wobei allerdings -bedingt durch eine leichte "Streuung der
unter a) aufgefiihrten Wertepaare- die gegenseitigen Abweichungen
etwas unregelmaBig iiber den Bereich der Prandtl-Zahlen verteilt sind.

Fir Temperatur- und WarmefluBdichteverteilungen der in Glg.(130)
bzw. (131) angegebenen Form wurden bereits von Sugawara /20/ und
Sparrow / Lin /4/ exakte Losungen ermittelt. Nach numerischer Aus-
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wertung im Bereich 0,7€ Pr£ 100 und Og m€ 10 fand Sparrow, daf
sich die Ergebnisse auf 2% genau durch die Gleichung

Nu

X
1/2Pr'

3/8

ex

annihern lassen, wobei ¢ ein schwach von der Prandtl-Zahl abhangi-.
ger Proportionalitatsfaktor ist, der Werte zwischen 0,45716 fur
Pr=0,7 und 0,46363 fiir Pr=100 annimmt. Innerhalb der angefuhrten
Grenzen fir m und Pr gilt Pr®0,5/(1+m) und somit erhalt man fiir
die hier abgeleiteten Beziehungen, wenn man sich auf die Naherung

l v ’ ]
Nux+=0,324 VRex Vé(1+m)Pr heschrankt:

Nu
X
1/2

- = 0,408(1+m) /3 (142)
R 1/3
ey Pr

In Abb.9 ist diese Gleichung zusammen mit der exakten LOosung
dargestellt. Wie man sieht, geht mit zunehmender Abkehr von der
kandbedingung 8w=konst. auch dcr Genauigkelitsgrad der Naherung
Nux+ zurick. Dies ist verstandlich, da das zugrundegeclegte Tempe-
raturprofil 6 lediglich gewisse Voraussetzungen an der Wand so-
wie an der Stelle y=Jt befriedigt, im Innern der thermischen Grenz-
schicht erfolgt eine Anpassung jedoch nicht. Daher kann auch z.B.
das Volligerwerden des 6-Profils mit ansteigendem m, bedingt durch
die Verlagerung des konvektiven Warmetransports in wandnahere
Schichten, nicht zum Ausdruck kommen. DaBl die beste Ubereinstim-
mung zwischen der Naherungsrechnung und der exakten LOosung in der
Ndhe von m=-0,5, d.h. fiir #,-konst. hesteht, hiingt mit der Sonder-
stellung zusammen, die der Fall mit konstanter Wandtempcratur bei
der laminar langsangestromten ebenen Platte einnimmt: Identitat
der Geschwindigkeitsverteilung mit der lemperaturverteilung 6.

Um dieses Verhalten naher zu erliutern, bedarf es einiger zusatz-
licher Betrachtungen iibher die Randbedingungen des Temperaturprofils
an der Wand.

Die Grenzschichtgleichung des Temperaturfeldes

3 3 9

uFx * Vay ° 3y2 (143a)

liefert zusammen mit den Haftbedingungen
y=0: u=v=0 ¥=9,
die zweite Ableitung des Temperaturprofils an der Wand

3.

dy2/w
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Um die hOoheren Ableitungen nach y zu erhalten, ist die Gleichung
(143a) zu differenzieren:

du 34 3%  av S 'R L
dy 3x *" 3ydx * Fy %y *VHT - 5y?

Beriicksichtigt man die Kontinuitidtsgleichung (102), so folgt mit
den obengenannten Haftbedingungen fir die dritte Ableitung an der

Wand:
(bﬂ,) ( x (144a)

Diese Gleichung lautet in dimensionsloser Form*+:

a’e ) LA u“J-’ (dy ) déxw
w

TOEP = I3, adx, \ 30w /%) (144b)

Durch Umgruppierung und Einfuhrung der Reynolds- und Prandtl-Zahl
sowie mit Hilfe der Gleichung (131) ergibt sich daraus:

Q’ )~ - (0, 5+m)Re Pr (-‘-)" %‘- —(%37) (144c)
w

Die thermische Grenzschichtdicke dy/x 1dBt sich aus Glg. (132)
bestimmen. Fithrt man diese Berechnung wiederum mit den Naherungs-
ansdtzen (104a) und (135a) durch, so erhdalt man fiir Pr30,5/(1+m)
mit den Glelchungen (136) und (137) (unter Vernach]ass1gung des
Gliedes (Jt/J) gegeniiber dem Zahlenwert 14):

3 +
d-e 15 , 1+2m
Ga(y73.ﬂ3)w -3 Tim (145a)

Es zeigt sich nun, dall die Beziehung (144c)~ die also zusatzlich
zu erfiillen ist, um eine Anpassung an den Warmeflul langs der
Wand zu erfassen -im Fall der angenidherten Temperaturverteilung
6" nur von dem Wert m=-3/R hefriedigt wird. Dieser Wert liegt je-
doch andererseits verhdltnismidfl3ig nahe dem exakten Wert m=-0,35,

** Aus den Gleichungen (119) und (120) fo]gt z.B.:
3 Yty 46,
x T Tx, d(x/x ) (1-6) - (ﬁr)

wobei an der Wand 6=0 und (y/d, )=0 zu setzen ist.
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sodall die Abweichung von [d39+/[d(y/dt)ﬁw=-3 gegeniiher dem vorge-
schriehenen Wert null noch nicht sehr ins Gewicht fallt, wie nach-
zuweisen war. '

bleibt die Proportionalitat [d°6/0(y/d¢ L~ 1+2m)/(1+m /d(y/d N
erhalten, solange nur Identitdt zwischen den Gleichungen 9(y/d)

und 6(y/dy) besteht. Mit zunehmender Giite der Naherung 9(y/d)-6(y/dt)
riickt lediglich der Wwert m aus Gleichung (144c) gegen -0,5 , wiahrend
fiir m# -0,5 zur Erfillung der Glg.(144c) Temperaturprofile 6(y/d¢) =
9(y/d) vorgeschrieben sind. Letztere hangen dann aufler von m auch
noch leicht von der Prandtl-Zahl ab.

Die dritte Ableitung des Tlemperaturprofils an der Wand nimmt fur
m>-0,5 positive und fiir m< -0,5 negative Werte an. Zusammen mit der
bei ebenen Winden stets giiltigen Beziehung (9 Oybyz)w=0 zeht daraus
weiterhin hervor, daB die Temperaturverteilungen fir Warmeflufi- bzw.
Wandtemperaturverteilungen mit m<-0,3 einen Wendepunkt im Stromungs-
innern aufweisen. Man findet also bei de¢r langsangestromten ebenen
Platte das bereits bei parallelen Platten gewonnene kregebnis wieder,
dal die randbedingung #,=konst. die Fdlle mit Wendepunkt von denen
ohne Wendepunkt im Temperaturprofil trennt. kin grundsidtzlicher Unter-
schied bleibt jedoch hestehen: Die Lage des Wendepunktes yﬁ6t=(yﬁk)n
gzibt bei der laminar angestriomten ebenen Platte nicht den Ort unver-
anderlicher Temperatur y=(y/d )th an, wie dies bhei der laminaren
Stromung zwischen parallelen Platten der Fall ist.

Fir andcre Néherungsansétzg als die hier geu-éhltenxq)[+ und 6"
de

Fir abnehmende Exponenten m< -0,5 riickt der Wendepunkt
dze/B(y/dt22=0 mehr und mehr in das Stromungsinnere, der Temperatur-
gradient do/d(y/d¢) an der Wand nimmt dabei zunehmend kleinere Werte
an, um bei einem bestimmten unteren Grenzwert m, - fir die hier ange-
gebene Naherung bei m_ =-1, fiur die exaktc Losung etwas oberhalb dieses
Wertes und schwach von der Prandtl-Zahl abhangig - ganz zu verschwin-
den. In diesem Fall geht der Wiarmeaustausch an der Wand gegen null,
wie aus Glg.(140a) bereits hervorging, und das Temperaturprofil ver-
liert physikalisch seinen Sinn. Denn im Gegensatz zu der Kanalstro-
mung mit lincarem Druckgradienten (s.Abschnitt 2.2.5 ) giht die so
erhaltene Temperaturvertcilung mit zwei horizontalen Tangenten nicht
mehr die Vorgange bheim lemperaturausgleich lidngs einer warmeundurch-
lassigen Wand nach vorausgecangenem Wiarmeaustausch wieder. Der Grund
hierfiir liegt darin, dall die nach Glg.(125) geforderte Proportionali-
tat dt~J nicht mehr bestcht. Damit sind aber auch die fiir noch kleine-
re Werte von m zu erwartenden negativen Tlemperaturgradienten d6/d(y/d)
an der Wand nicht mehr realisierbar. Temperaturprofile solcher Art,
die innerhalb des Stromungsquerschnitts ein Optimum dﬂde:O auf-
weisen, kommen zwar bei Richtungsumkehr des Wiarmeaustausches vor, sie
sind jedoch nicht ahnlich.

Zu den beiden Gleichungen (140a) und (140b) lassen sich noch einige
Bemerkungen anschlieflen. Im Fall 2(1+m)Pr 1 vollzieht sich der Warme-
austausch vornehmlich in dem Gebiet, in welchem die Geschwindigkeit
linear mit dem wandabstand v/ ansteigt. Wiederholt man die unter a)
beschriebenen Berechnungen dementsprechend mit ,a+=1,5(y/dt)Kd/Jt),
so erhidlt man die Lésung Glg.(140a), d.h. Nu,'~Pr1/3. Die Vernachliis-
sigung von (Jt/d)2 in Glg. (138a), die zu Glg.(140a) fiihrte, ent-
spricht also der Beschrankung auf das Geschwindigkeitsprofil,h+. Ist
dagegen 2(1+m)Pr< 1, so findet der iiberwiegende Teil der Warmeiiber-
tracung auflerhalb der hydrodvnamischen Grenzschicht statt. Wiederholt
man die unter b) durchecfiihrten Berechnungen mit @p=1 annerhalb der
gesammteg thﬁygischen Grenzschicht, so folgt daraus Nuy=1,5K1+m)PrRey,
d.h. Nuy ~Pr . Dieser Zusammenhang ist auch aus Glg.¥140h) fur ge-
niigend kleine Werte von 2(1+m)Pr ersichtlich.
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Zum AbschluB dieses Abschnittes soll noch die Differential-
gleichung fiir die Temperaturverteilung in der Form e(q,-,Pr) her-
geleitet werden. Die Grenzschichtgleichung (143a) geht fiir die
dimensionslose Temperatur Oy(x/xp,n)=($-%wb)/(4,-dp) iiber in:

(143b)

2
u 36, 38, 9dn do_ (dr‘

Xy 3(x/xy) VIR % - & T \ay

Der Differentialquotientdn/dy léBt sich aus Glg. (110) berechnen,
fiir die Geschwindigkeiten u und v werden die bekannten Beziehungen

u= ,g;"-' (146a)

v= %V%?- (q% - 1) (146b)

eingesetzt, wobei die Funktion f(7n) in Tabellen vorliegt (erstmals
berechnet von Blasius /21/). Fiir die Temperaturprofile 6x wird wie-
derum Ahnlichkeit vorausgesetzt, die Gleichungen (110) und (120)
ergeben:

aex

doe
- _ Xw_ _ de
31x7xb5 = (1-0) d1x7xb5 (1 exw)zix;xbs dn
sowie

Y]
X do
I - (%) 7@

Die Umformung der Gleichung (143b) kann nun vorgenommen werden,was
zu folgendem Ergebnis fiihrt:

ar [ 1-6 x  de_, nde] 1/dr \de 1 a2
— ————-——+—(—-f)—=———Z (147)
dn [1-e  x, d(x/x,) 2 dnj 2\ dn dn  Pr dn '

Die Temperatur © ist nach der getroffenen Voraussetzung unabhidngig
von x, folglich muB

x/xb L
1-exw m = konst., = - n/2 = -(0,5"’.)

sein. Die Integration dieser Gleichung ergibt den bereits durch Glg.
(131) vorgeschriebenen Temperaturverlauf der Wand, und damit lautet
die Differentialgleichung fiir die Temperatur 6(n,m,Pr):
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2
a9 , Br [f 99 |, (1+2m)-(1-0) &L| - o (148)
dn® 2 dn dn

Durch das zusdtzliche Glied Pr(0,5+m)(1-0)df/dn 1dB8t sich der
Temperaturverlauf nicht mehr explizit in der Form 6(n,m,Pr) dar-
stellen, wie dies fiir die Randbedingung ®y=konst. der Fall ist /17/:

~a

-gﬁ fdn
e dn

@
"
g

-gllqu
e d

n

O\

Die Geschwindigkeit ¢ gehorcht der Differentialgleichung

%,,%fﬂc.o (149)
dn dn

daher sind fir Pr=1 und m=-0,5, d.h. ¥ =konst., die Differential-
gleichungen (148) und (149) fir 6 und ¢ identisch, und aus den ge-
meinsamen Randbedingungen

n=0 : . f=p=6=20
n:“: ?:9:1
folgt die Obereinstimmung der ¢- und 6-Profile. DaB diese Identi-

tat jedoch nur in dem einen Fall der laminaren Plattenstromung bei
Pr=1 und dw=konst. besteht, wird in der Literatur nicht immer ge-
nigend hervorgehoben.
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3.5. DER_RINGSPALT

3.5.1. LAMINARE STROMUNG
3.5.1.1. FORMELN FOR STROMUNGSMECHANISCHE GROSSEN

Zur Darstellung der iiber den Stréomungsquerschnitt veranderlichen
GroBen t/T,,¢ und €,/V empfiehlt es sich, den dimensionslosen "Mit-
ten"-Abstand zj* einzufiihren:

+ l‘—rc ( )
Z = 150
i r;-r. v

(Im Folgenden wird die Stelle r=rc,du/dr=0 vereinfachend als Mitte
und die beiden Abschnitte, die sie im Stromungsquerschnitt trennt,
entsprechend als innere Halfte 1 (resrarq) bzw. duBere Halfte

2 (ro>rar.) des Ringspalts bezeichnet, auch wenn diese Ausdriicke

nur im Grenzfall paralleler Platten sinnvoll sind.) Den Radius ro am
Ort des Geschwindigkeitsmaximums erhalt man aus der Gleichung

>
re 1-(r,/r,) .
F; = vgn(rz/r1)2 (151)

a) Die Schubspannungsverteilung

Die Gleichung fiir den Schubspannungsverlauf bei laminarer und
turbulenter Stromung

2 2
T r-re Ty
= . —_— (151a)
T r 2-r 2 r
wi i c

1aBt sich mit z;=(r-rc)/(ri-rc) wie folgt ausdricken:

o1 (1 + ! ) z.* (151b)
Tei 1+rc/ri 1+(ri/rc-1)zi* i

Die maximale Abweichung vom linearen Verlauf T/Tyj=z;j*, wie er
beim Rohr und bei parallelen Platten vorliegt, hefindet sich an
der Stelle

z. v - 1

i ‘r_“‘“
ri/rc + 1
und betragt dort

T; r_/r.
e S _zi+ = < 1 5 (1 - r /Pl)z
T . 1-(rc/ri)
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Fir die innere Ringspalthiélfte (ri=ry) nimmt diese grioBte Ab-
weichung mit abnehmendem Halbmesserverhaltnis ri/ro stetig zu, wah-
rend sie in der #@uBeren Ringspalthidlfte (rj=r2) ein Maximum durch-
lduft: Die Abweichungen verschwinden in den beiden Extremfdllen
ri1/ro=1 (parallele Platten) und ry/r2=0 (Rohr). Das Radienverhidltnis
(ro/r2)n , fir welches sich in der Ringspalthilfte 2 die gr3Btmig-
liche Abweichung ergibt, ldBt sich aus der Gleichung

2 2
1'(rc/"2)n (rc) -1

y/V(rc/rz)n- 1 ) :; n

bestimmen zu (r./r2)p=0,296, dem gem. Glg. (151) r1/r2=0,00327
entspricht. Die maximale Abweichung zwischen dem (T/Ty), - und dem
linearen Verlauf, die an der Stelle 25+=0,3524 liegt, betragt 19%.

In Abb. 20 ist die Schubspannungsverteilung (T/ty); fir ver-
schiedene Werte von rq/ro dargestellt.

b) Der Geschwindigkeitsverlauf

Die dimensionslose Geschwindigkeit ¢ = u/ue ergibt sich durch
Integration der Gleichung

+
T d?/dzi

T, (g/dz,7),

mit Hilfe der Substitution

r r
yi+ = F% + (1- F%) zi+ (152)
1 1
. r.
zu: ry . lnyi+2 _ (r%)2 (yi+2 - 1)
?(l‘—’yi ) = (153)
C

(P -(2F

Daraus erhdlt man fir die mittlere Geschwindigkeit in den beiden
Ringspalthédlften @uj=ugj/u,:
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4

1 + +

Pmi = ) J‘P y;i 9y
1-(rc/ri) r/n

(ri/rc)2/2 + (rc/ri)2 [3/2 - 1n(rc/ri)2]— 2

= (154a)
2
[1 - (rc/ri)zl[ln(rc/ri)2 + (ri/rc) - q
und fir den Gesamtquerschnitt:
0,5(r /r )% + 0,5(ry/r )% - 1
= < < (154b)

7n12 ln(rc/rl)2 + (rl/rc)2 -1

Fiir den Widerstandsheiwert { hat Bailey /9/ folgende Gleichung
hergeleitet:

2
(r,/r, - 1) _
64 2’1
= o=, - (155)
512 Re 1+(r2/r1)2 - [(rz/rl)2 - 1]/’1n(r2/r1)

die fir das Rohr in die bekannte Formel §=64/Re und fiir parallele
Platten in §=96/Re iibergeht.

Abbildung 11 gibt r./r, ¢, und Re in Abhédngigkeit vom Radien-
verhédltnis rq/ro wieder. Die zusdtzlich eingetragenen Tangenten
entsprechen der Anwendung der bei parallelen Platten giiltigen Be-
ziehungen auf den Ringspalt und zeigen, daB die Abweichungen von
den genauen Kurven fiir rq/r2>0,1 verhdltnismaBig gering sind. Ins-
besondere der Cbergang zu den beim Rohr giiltigen Werten: r./ra=0 ,
Pm=0,5 und JRe=64 wird erst bei unmittelbarer Annaherung an
P1/l‘2=0 deutlich.

3.5.1.2. EXAKTE BERECHNUNG FUR g'-KONST.

In den folgenden Ausfiihrungen wird der besseren Ubersichtlich-
keit wegen auf die allgemeine Darstellung mit dem unbestimmten In-
dex i verzichtet und die Berechnungen fir den speziellen und be-
deutend wichtigeren Fall durchgefiihrt, daB der Wirmeiibergang am
inneren Zylinder 1 stattfindet und der &@uBere Zylinder 2 wirmeiso-
liert ist. Die Gleichungen sind jedoch so aufgebaut, daB bei Wirme-
austausch am &duBeren Zylinder 2 lediglich die Indices 1 und 2 zu
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vertauschen sind. In Abschnitt e) ist dann noch der Fall behandelt,
daB beide Wande am Warmeaustausch beteiligt sind, wobei als Anwen-

dungsbeispiel die Bedingung r,=r., d.h. das drtliche Zusammenfallen
~von Geschwindigkeitsmaximum und Temperaturoptimum, ausfiihrlich be-

schrieben ist.

a) Der Wiarmestromdichteverlauf

Aus Gleichung (53a) folgt durch Einsetzen der Integrationsgrenze
Yo*t=ra/rq (s.Abb.1b):

*

j g yytdy,*
q_ . U (156a)

wl y1+] ¢ y1+dy1+

0/t

q

Mit der Geschwindi gkeitsverteilung g gemaB Glg. (153) erhidlt man
daraus unter Beachtung von y1*dy1*=0,5 dy1+2 :

y1+2[ln y,+2 - (ri/rc)z(y1+2/2-1) - 1]+n1
wil yi*[(ri/rc)2/2 + ngy - 1]

(156b)

Q10

wobei die Grofe n, den in Gleichung (160a) angegebenen Ausdruck
ersetzt.

b) Der Temperaturverlauf
Die Gleichung (16) geht fir laminare Stromung iiber in

yO

(a/q,,) dy,*

0, = 1 - —g (157a)
+
| (arayy) ay,

R/r

Der Zusammenhang q/qw1-y1*f£y1*2) 148t wiederum eine Integration
iber der Verdnderlichen yq+<¢ zu, das Ergebnis lautet:

1 [3,71,2 +2 +2 1,712 42 T1.2 +2
91 = IT;[I(F—C) -2 - y1 . [1“)'1 -I(a) y1 +(r—c-) -2 —l'lllny1

(157b)

Die GroBSien nq1 und ng werden durch die Gleichungen (160a) bzw.
(160b) wiedergegeben.
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c) Die Mischungstemperatur
Die spezielle Form der Gleichung (21a)

4 -

2

;) (158a)

) |

1 I +
y 0194
P a1z |1-(ra/r )] e

fiihrt nach Einsetzen der Gleichungen (153), (154b) und (157b) sowie
nach Durchfiihrung der Integration** zu folgendem Ergebnis:

n
4 (158b)

ont "2"3T3-<r2/r1>?r

d) Die NuBelt-Zahl
Mit dn/ry=-2(ro/rq-1) folgt aus den Gleichungen (19), (157b) und

(158b)
/r.-1/ de |
Nu, = 4 T2/ < 12) | (159a)

0 Y1 lygta

ml

| r r r :
-4 3 (-3 - 1)[1 - (;—‘:)2][1 - 3GH2 - n,] (159b)

Die in den Gleichungen (156b),(157b),(158b) und (159b) enthaltenen
GroBen lauten:

r r r r '
ny = (,—2)2[5(;3)2-1]- 2)2 [1n(;§)2 - 1] | (160a)
c 1 1 1
r r r r
n, = %(;1)2+(;%)2[1-}(;3)2]+n1[1-1n(;%) ]- 2 (160b)
C C

-1 (160c)

'*Bgs beim Rohrbiindel gleichlautende Integral, welches sich vom
hier senannten nur in der unteren Integrationsgrenze unterschei-
det, ist im Anhang A 3.6.1.2 ausfiihrlich beschrieben.
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r r r r r r r
n, = %;}(;%ﬂ11%(,—*)2%3(,—2)2(,—?4-(,—2-)4[g+1-g<,—";>4- Tg<,—f>2]
C C C (o

rs 2[3, 2.2 2,2 1,411 3,72,2
22 [3R% (c) ]( )[—34,1)]

r r r r r r y
+(-})21n(-,—‘:-)2[2(,—:-)24,—‘:)2-%]«,—i)"ln(%)z[ 1n(—) 7(-,—2)2-%
C o

1n(:2)+ (:1)-4(:2)-2
1 Te c )

{4( 1y2_ 2)2 1( 2)2( 2)2 (=2 ?)2ln( 2)2

[ 2 r.2 2
Te Te

—
e d

(1604d)

Die in diesem Abschnitt durchegefiihrten Berechnungen erweisen
sich trotz der Beschrankung auf den einfachsten Fall:qgy=konst.
noch als sehr umstandlich. Im Folgenden wird daher noch gezeigt,
wie man mit Hilfe einfacher Uberlegungen zu einer bereits recht
guten Ndaherung fir Nu gelangen kann. Die Grundlagen hierzu sind
die Abbildungen 11 und 20. Werden mit den apostrophierten GroBen
die Naherungen und mit Nupas die als bekannt vorausgesetzte NuBelt-
Zahl bei parallelen Platten (asymmetrischer Wirmeaustausch) be-
zeichnet, so lauten die Naherungsansiatze:

Nu2 x r2-ré _ r2-(rl+r2)/2 1 1-r1/r2 (161)
Nup,s T T, r,-r, 2 1-rc7r2

Nug' o Twi ,(Ef (ro/ry) %-(r,/r,)? (162)
M2" " Twe \U2/ T (r /) [1-(r /ry)Y]

Im Ansatz (161) fiir den Warmeaustausch an der Wand 2 ist dabei
beriicksichtigt, daB in der fiir diesen Fall wichtigen duBeren Ring-
spalthalfte der Schubspannungs- und damit auch der Geschwindigkeits-
verlauf im Vergleich zur Stromung zwischen parallelen Platten nicht
sehr verschieden sind. Der Korrekturfaktor (rz-r.’ )/(rz-rc) ergibt
sich aus der Abweichung der mit der Plattenformel r¢' =(r1+rs)/2 er-
ulttelten Stelle du/dy=0 gegeniiher dem genauen Wert re. Die NuBelt-
Zahl Nu1 fir die Warneubertragunz an der Wand 1 steht mit Nu2
iiber das Geschwindigkeitsprofil in Zusammenhang: Ein MaB dafiir, ins-
besondere in den wichtigen wandnahen Zonen, ist die Wandschubspan-
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nung Ty i=p(du/dy),j. Die dabei durch den steilen T1/Twi-Abfall

an der Wand 1 verbundene Uberbewertung von Nuy' bei kleinen Werten
ri/ra wird infolge der dort zu niedrig berechneten GroBe Nu2' in
etwa kompensiert (s.Abb.11).

An dieser Stelle sei noch auf eine Besonderheit des ringformi-
gen Querschnitts bei Warmeiibertragung an der Innenwand 1 hingewie-
sen. Betrachtet man die 3 Stromungsformen:

laminare Stromung (Index 1)
turbulente Strémung, Pr-0 (Index tg)
Rechteckprofil u=konst. (Index s)

so erhdlt man fiir alle Stromungsquerschnitte mit symmetrischem
Geschwindigkeitsverlauf
163
Nus> Nutm>Nul ( )
in Ubereinstimmung mit der Reihenfolge der Violligkeit der ¢p-Profile,
charakterisiert durch

(pp)s = 1>@n) tm> (som)l (164)

Im vorliegenden Fall des Ringspaltes dagegen kann sich fiur Nu die
Reihenfolge (163) -trotz der unverindert giiltigen Beziehung (164)-
umkehren, da mit abnehmendem Radienverhaltnis r1/r2 die Durchsatz-
verteilung zunehmend in das wandnahe Gebiet verlagert wird. Dieser
Vorgang wirkt sich bei laminarer Stromung starker aus als bei der
vorwiegend von wandnahen Vorgiangen beherrschten turbulenten Stromung,
wahrend das Rechteckprofil definitionsgemaB ganz unbeeinfluBSt
bleibt. Nach Berechnunegen von Dwyer /22/ erfolegt diese Umkehr der
Reihenfolge (163) fiir Werte ri/rp<1/4. Das Halbmesserverhdltnis
rq/ro fir Nug=Nuj} liegt fest, fir Nutm=Nug bzw. Nutp=Nu) hdngt es
dagegen von der Reynolds-Zahl ab. Ein Zusammenfallen Nug=Nu¢g=Nu)
ist grundsatzlich moglich, der NuBelt-Zah]l Nutm ist dann jedoch
eine bestimmte Reynolds-Zahl zugeordnet.

Erfolgt der Warmeiibergang an der Wand 2, so bleibt die Beziehung
(163) fir alle Werte rq/ro giiltig. Wahrend jedoch (Nu))2 mit abneh-
mendem r1/r2 ebenfalls abnimmt (s. Abb.28) steigen die NuBelt-Zahlen
Nugm und Nug als Folge des Uberwiegens der giinstigeren Durchsatz-
verteilung dG/G an.

e) Der beidseitige Warmeaustausch”

Erfolet der Wirmeaustausch gleichzeitig an beiden Begrenzungs-
wianden des Ringspaltes, so ist in den vorangegangenen Gleichungen
fiir den Wiarmestromdichte- und Temperaturverlauf: Glg. (156b), (157b)
(160a) und (160b) der Radius rg durch ry und im Bereich ro¢rsro
anschlieBend zusdtzlich rq durch rg sowie yt1* durch y2* zu ersetzen.
Die durch dieselben Substitutionen gewonnenen Mischungstemperaturen
Om1o und Op,5, gelten dann jeweils von der betreffenden Wand bis zur
Ste?]e roe Bementsprechend tritt in Gleichung (158a) an Stelle der
mittleren Geschwindigkeit Pm12 die mittlere Geschwindigkeit Pmio>

* . . .
Auf eine zweite, von W.M.Kays und E.Y.Leung /67/ angegebene Methode
(Superposition), wird in Absatz ¢ des Abschnitts 4.2.4.2 hingewiesen.
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die von der Wand 1 (r=riy) bis zum Halbmesser r, gilt und folgender
Gleichung gehorcht:

r r r
BP0 (102 %1 -1n(—)ﬂ}

r r r
]l - oo

(o

?-lo * (165)

Dies hat zur Folge, daB die GrGBe n3 gem.Glg. (160c), die dem Zah-
ler der Glg. (154b) entspslc durch den Zahler der Gleichung (165),
dividiert durch 1-(r,/r¢)<, zu ersetzen ist.

Als Beispiel sei 3as h1er beschriebene Verfahren auf die Mi-
schungstemperatur Og5, angewandt. Man erhidlt:

n [ ]
4
o . - ,
mae ny'ng’ [1‘(%/"2)2]—

(158¢c)

wobei die GroBen no' und ng4' aus den Gleichungen (160b) und (160d)
nach Ersetzen von rg durch ro und anschlielend von rj durch rs zu

berechnen sind. Die GrofBe n3' lautet:

r r r r r
3 %142 { 1+(;.—2-)2[%(,—°)2-1]-1n(;9)2]
, c 2 c 2 2
ns' = (160e)
ry,.o ;
1-(22)
2
Die Berechnung des Halbmessers r, an der Stelle 0¢/0y=0 erfolgt
aus einer Widrmebilanz. Beispiele hierfir lind in den beiden Ar-
beiten von O.E.Dwyer /23,24/ durchgefiihrt’, wobei dort die Berech-
nung von Temperaturverlauf, Mischungstemperatur und NuBelt-Zahl
durch numerische, und nicht wie in der vorliegenden Arbeit durch
analytische Auswertung der Integralgleichungen beschrieben wird.
An dieser Stelle so0ll anschlieBend nur der einfachste Fall behan-

delt werden, der sich durch r,=r. auszeichnet, und hier mit quasi-
symmetrischem Warmeaustausch begeichnet wird.

Aus der Warmebilanz ‘

re o
29riQy; "'l ry - nifCp ax
¥Die Bestimmungsgleichung fiir ro lautet /23/- _

2 2
(ro/r ) e (r, i )-0,5(r * "t *)-c, [0,5(r 2-r 2)-r 2in(r )er 2In(r D)

(qwi/qwz)[ci(rz ) -0 5(r )—c [0 S(r ) -r, ln(r )+r ln(r )]]
wobei cisriz—czln(ri) und c2=(r 2-r1 )/ln(rz/r ) bedeuten.
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folgt unter Beachtung von dOmi/dx-dﬂhz/dx:

2
Qo P2 1 - (r./rp)® r,

Tu1 " Fay F/rglo-(r /r2 ', (168)

wl

Die NuBelt-Zahlen fiir die beiden Ringspalthalften, definiert
durch

2 2
N - o 4. i 2 qwi](ri -r, )I (167)

0" ml

liefern die zu dem vorgeschriehenen Wiarmestromdichteverhdltnis zu-
geordneten Wandtemperaturen:

2 2
Ywz=% Ny Oy w2 [ 1 - (r./ry) ry

3—3—3 . c == 168
wl "o NE; en2 Pm1 (rc/r2)2-(r1/r2)z r2] ( )

Die Bestimmungsglei chung fur die uber den Gesamtquerschnitt gemit-
telte Mischungstemperatur &,41o lautet: '

2 2 2 2
12797 (ry"-r 1 “)pa1o - 9cp(oi1-sb)”(rc T4 )Pai

gcp(#

n
+9cp(0-2-85)a(ré£rc2),-2

Dies fiihrt unter Beriicksichtigung von ﬂii-ﬁb-(I-B.i)(&wi-ﬂb) zu
folgendem Ergebnis:

YN R

1
e - _ .
¥,-%1 Pm12 [1-(F1/T2)2]

m12

r.a2 Fi1.2 2=, re.2

(169)

Definiert man als reine RechengriBe eine auf die Temperaturdifferenz
651-JL12 bezogene NuBelt-Zahl Nuijo, die jedoch im Gegensatz zu den
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physikalisch sinnvolleren Werten Nuj bzw. Nup keine unmittelbare
VergleichsgroBe darstellt, so laBt sich diese aus der Beziehung

29y1(rg-ry) 401-ry/rp)(ry/rp) 09y

n o 30 Bl OV L= v
w1 Vm12 re/Fa)e-(ry/ryl)e 8,45 1

12 (170)

bestimmen. Die Berechnung der GréBen 041 und Nui erfolgt mit Hilfe
der fiir das Rohrbiindel hergeleiteten Gleichungen (s.Abschnitt
3.5.1.2 ), die nach Austausch der Indices 1 und 2 auch fiir 85 und
Nus gelten.

3.5.2. TURBULENTE STROMUNG, BERECHNUNG STROMUNGSMECHANISCHER GROSSEN

Cber die Stromung im Ringspalt gibt es noch keine zuverlissigen
Angaben, die den EinfluB des Halbmesserverhdltnisses ri/r2 und der
Reynolds-Zah]l Re 2 auf den Verlauf der ImpulsaustauschgroBe €g/v
und der Geschwinélgkeit ¢ sowie auf den Radius verschwindender
Schubspannung r, beschreiben. Dies gilt insbesondere fiir kleine
Werte rq/r,, bei denen die Abweichungen gegeniiber der Strémung zwi-
schen parallelen Platten erst deutlich werden. Von Rothfus, Walker,
Whan /8/ wurde eine Geschwindigkeitsverteilung angegeben, die durch
Modifikation der wandnormalen Koordinate dem hei Rohren giiltigen
Gesetz gehorcht. Als Grundlagen der Herleitung dienen die Annahmen,
daB eine fir alle Werte ry/r2 giiltige Funktion ¢,/v=f(u) existiert
und daB weiterhin der Radius r. bei turbulenter Strémung gleich
demjenigen bei laminarer Strdmung ist. Eine andere Darstellung der
lokalen Geschwindigkeit im Ringspalt stammt von Bailey /9/. Dabei
wird in dem Prandtl'schen Wandgesetz (uc-u)/u+=~2,5 In(2y/d) der
Wandabstand 2y/d durch 1-7;/Ty4j ersetzt. Diese Anpassung im Ender-
gebnis gibt zundchst keinen Einblick in die damit verbundenen Kon-
sequenzen fiir die strdmungsmechanischen GriBen,und sie ist auch
andererseits physikalisch nicht sehr sinnvoll, da bei der Herlei-
tung des Wandgesetzes von dem beim Rohr giiltigen Zusammenhang
2y/d=1-1/ty kein Gebrauch gemacht worden war: Als Folge der Be-
schriankung auf groBe Wandnahe wurde T/Ty=1 gesetzt. DaB das Wand-
gesetz trotzdem beim Rohr im gesamten Stromungsquerschnitt die Ge-
schwindigkeitsverteilung gut wiedergibt, liegt daran, daB die Ab-
weichung von der gemachten Annahme ¢,/v=83c2y/d durch die Abnahme
der Schubspannung T/t in etwa kompensiert wird. Eine d@hnliche Kom-
pensiation diirfte auch im Fall der Bailey'schen Herleitung vorlie-
gen, da der Vergleich der Ergebnisse mit dem fiir mittlere Werte von
ri/ra vorliegenden experimentellen Resultaten befriedigend ist.
Rechnet man aus der von Bailey angegebenen Geschwindigkeitsvertei-
lung den zugehdrigen Verlauf der Impulsaustauschgrife aus, so er-
hdlt man mit b=1-rq/r¢:
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b2z+(1-z+) ]
4-b{2+2z*(4-b [2+z+(2-b)])”

c_/v -arh,.(i-z"):z+ [1 +

Der Quotient in der eckigen Klammer stellt dabei die Abweichung
von der aus dem Wandgesetz fiir das Rohr abgeleiteten gg/v-Vertei-
lung #7.(1-z+)z+ dar, er ist fiir mittlere Werte rq/r2 klein gegen-
iilber eins. Fiir nicht zu kleine Halbmesserverhdltnisse bedeutet also
der Ansatz von Bailey physikalisch, daB fiir den Ringspalt und das
Rohr dasselbe &p/(vn.)-Gesetz gilt.*

a) Die ImpulsaustauschgroBle &€m/v und der Widerstandskoeffizient &

Das Verfahren, welches in der vorliegenden Arbeit angewandt
wird, unterscheidet sich von den beiden zuvor beschriebenen grund-
sdtzlich: Ausgehend von einem Ansatz iliber den Verlauf der Austausch-
groBe fir Impuls én/v wird mit Hilfe der bekannten Schubspannungs-
verteilung das Geschwindigkeitsfeld berechnet. Diese Reihenfolge
ist insbesondere bei Wiarmeiibergangsberechnungen vorzuziehen, da hier
die richtige Wiedergabe der c_/v -Verteilung gegeniiber derjenigen
fir ¢ von wesentlich groBerer Bedeutung ist. Die Berechnung der Im-
pulsaustauschgrofe aus Ansatzen uUber die Geschwindigkeitsverteilung
ist meist riskant, da letztere besonders in groBerem Wandabstand
sehr unempfindlich gegeniuber c./v sind. Aus diesem Grund ist es auch
unerlaBlich, daB bei einer experimentellen Bestimmung von ¢g/v nicht
allein das Geschwindigkeitsprofil, sondern mit einer geeigneten Son-
de Geschwindigkeitsdifferenzen gemessen werden, aus denen dann mit
Hilfe der Gleichung (10) die Austauschgriofe direkt berechnet werden
kann. Das Mittengesetz Glg. (2) fir das Rohr und fiir parallele Plat-
ten wurde nach einem solchen Verfahren ermittelt. In Ermangelung
von entsprechenden experimentellen Resultaten fir den Ringspalt mus-
sen nun iiber den Verlauf der Austauschgroflie €4/v Annahmen getroffen
werden. Diese sind bereits in Abschnitt 2.1. genannt: Das Wandgesetz
Glg. (1) wird fiir die wandnahen Zonen sowohl des Innen- als auch des
Auflenzylinders unverandert ubernommen. Diese Annahme ist durch die
Art der Herleitung dieses Gesetzes gerechtfertigt, wenngleich
auch wegen des dem Rohr und den parallelen Platten gegeniiber steile-
ren Abfalls der Schubspannung an der inneren Wand die zugrundegeleg-
te Vereinfachung T/T w¥1 stiarker ins Gewicht fallt. Das Mittengesetz
(2) soll fir die &uBere Ringspalthilfte ebenfalls unverédndert Giiltig-
keit haben (damit bleiben auch die Gleichungen (68a) und (68b) zur
Bestimmung von s anwendbar), mit der Begriindung, daB die Abweichun-
gen der T5/Tyo-Verteilung vom linearen Verlauf bei Rohr und paralle-
len Platten relativ gering sind. Bis zum Giiltigkeitsbereich des
Wandgesetzes in der inneren Ringspalthédlfte erfolgt nun eine Anpas-
sung in der Art, daB das Mittengesetz (2) in diesem Abschnitt mit
einem Proportionalitatsfaktor 1/f4 multipliziert wird, der durch die
Bedingung (e./v),-(t./v)g an der Stelle r=r¢ definiert ist: Aus den
Definitionsgleichungen fur n.q und .2 .

* .
Eine von “.M.Kays und E.Y.lLeung /67/ durchgefiihrte analytische
Untersuchung wird in Absatz c des Abschnitts 4.2.4.2 beschrieben.
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+
u, " (r -ry)

TlC1 - v (1718)
und
+
u r,-r
Nep = 2 (vz c) (171b)
wobei
+ 172
lli - TW1/9 ( )
bedeutet, folgt mit der Gleichung (162):
r /r.-r,/r (r /r )2-(r /r )2 '
P Me1 _ Fe/T2™M1/T2 c/ T2 “\ry/To (171¢)
1 N2 l-rc/r2 (rj/rz)[?—(rc/rz)zj
Das Mittengesetz (2) ceht damit iiber in
€m_ - * +2 _, 42 173a
(Vn,)i m (0,5 + z,7%)(1 z;, ") ( )

Zusammenfassend lauten also die getroffenen Annahmen fiir die beiden
Ringspalthalften 1 und 2:

n. n- 3 . .
(%@)i = &M, 1":'-' - tgh-{; - %tl!:h —:—ll; fur Osn s,

(173b)

und

a
(%?)i = —ggg (0,5 + zi+2)(1-zi+2) fur Ngi®N;iS$Nej (173¢)

Die Beibehaltung des Wand- und Mittengesetzes ist insbesondere
in der inneren Ringspalthalfte 1 mit Unsicherheit behaftet, die je-
doch nur durch das Experiment beseitigt werden kann. In der vor-
liegenden Arbeit kommt es jedoch hauptsichlich auf den Vergleich
der verschiedenen Stromungsquerschnitte untereinander sowie auf den
EinfluBl der WiarmefluBdichteverteilung an, wobei dementsprechend die
Forderung nach mdglichst einheitlichen Grundlagen unabdingbar ist.

Das eben beschriebene Verfahren:ausgehend von den am ehesien
iberschaubaren Verhdltnissen in der #duBeren Ringspalthdlfte auf die
innere Ringspalthialfte zu schlieBen, wird nun auch auf die Bestim-
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mung einer charakteristischen Reynolds-Zahl sowie des Widerstands-
koeffizienten angewandt. Neben dem den gesamten Ringspaltquerschnitt
erfassenden Widerstandskoeffizienten {42 wird dabei noch zwischen
zwei weiteren, den beiden Ringspalthdlften zugeordneten Wider-
standskoefflzlenten {A und Z unterschieden. Die Definitionsglei-

chungen fir Z1, Zo und %o lauten
1r
ap = zl % uﬁl __—-%__—f (174a)
2(r “-r %)

ir
2 2
-Zy £ (174b)
m2 2 2
2(r2 -r, )

p 2 1
Zi2 3 Yn12 B(r,-r) (174¢)

In den Gleichungen (174a) und (174b) sind fir die Abschnitte 1 und
2 hydraulische Durchmesser dhj=4 S;/U; eingefiihrt, wobei Sj den
Stromungsquerschnitt zwischen rj und re und U1=23r1 den Umfane der
betreffenden Wand bedeuten. Mit H1lfe der Beziehung

T . = Irc ~ izl A
wi = T 2Ir, p

und den Gleichungen (172), (174a) und (174b) erhdalt man:
w.t = u. Z,/8 (175)

1 ml

Damit lassen sich die Gleichungen (171a) und (171b) iberfiihren in:

T 2
Ne1 = 7 T ) Re1 (176a)

r ‘, Z
2 2
lez = Foar, | 33 Rez (176b)

wobei die Reynolds-Zahlen in den beiden Ringraumhédlften mit dem
entsprechenden hydraulischen Durchmesser dhj gebildet sind, also:
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2 2

Re (177a)

1" vry

2 2
2up o (ry”-r )

Re (177b)

2 vry
wahrend fir den Gesamtquerschnitt

2u_.,(r,-r,)

Re o vV

gilt.

Zur Bestimmung der Widerstandskoeffizienten Z; wird nun von
einer Ndaherung Gebrauch gemacht. Diese besteht darin, daB in der
aufleren Ringspalthalfte 2 das durch die festgelegte Verteilung der
Impulsaustauschgriofle g,/v (Glg. 173a,b) und dem tatsédchlich vor-
handenen Schubspannungsverlauf (Glg. 151b) eindeutig festgelegte
Geschwindigkeitsprofil (Glg. 186a,b,c) durch dasjenige ersetzt
wird, welches aus dem ndherungsweise giiltigen Verlauf t/Ty2%zo+
hervorgeht. In anderen Worten: Die Geschwindigkeitsprofile zweier
Stromungen derselben Fliissigkeit in einem Rohr des Durchmessers d
und in der &uBleren Ringspalthédlfte der Abmessung ro-r¢=d/2 sind
unter der Bedingung t,,=%TyT ndherungsweise gleich (vgl./8/). Da-
raus folgt mit den Gleichungen (171b), (172), (175) und (177b):

02* = UT+
Nec2 ® NeT (178)
R (1+.C) ¥m2 o (179
°2 = (1'F,) gup RO ‘
PmT.2 .
- (Im 1
5, - @2z, (180)

Die in diesen und den nun folgenden Gleichungen enthaltenen
GroBen sind von Rer als charakteristischer Reynolds-Zahl abhiéngig,
weshalb hierfir die Bezeichnung "dquivalente Rohr-Reynolds-Zahl"
eingefiihrt werden soll. Diese 1dB8t sich aus den Gleichungen (177b),
(177c) und (179) fiir eine vorgegebene und in der iiblichen Weise
definierten Reynolds-Zahl Rejp=ug2dh/V berechnen zu :



100

1-r /T Qar
= < L Re12 (181)

1-ry/ro 12

Re

T

Die Zuordnung der dieser Beziehung gehorchenden Reynolds-Zahlen
Re1o zu den fiir die numerische Auswertung ausgewahlten Wertepaaren
rq/ro und Rer ist in Tabelle 8 enthalten.

Der mit Hilfe der Gleichungen (174b), (174c) und (180) gewonnene
Zusammenhang

1-r,/r
1772 PmT.2
)2 &y (182)
1_(rc/r2)2 Pm12

£12

gestattet, den im Ringspalt zu erwartenden Widerstandskoeffizien-
ten aus dem Widerstandsgesetz des Rohres &p(ReT) zu bestimmen.

Wird mit &7 = &r(Req12) derjenige Widerstandskoeffizient bezeichnet,
den man durch formales Einsetzen der Ringspalt-Reynolds-Zahl Re12
in das Rohrwiderstandsgesetz erhalt, so folgt aus den Gleichungen
(69b) und (182):

1 4 1-(r,/r,) log (Re,,/7)] 2
12 1/To (?mT)zl og (Re,, ] (183)

ZT; ) 1-(rc/r2)2 Pin12 log (ReT/7)

Fir die ebenen Platten erhdlt man mit ri/ro=r./ro=1 die bereits in
Abschnitt 3.2.2.1 beschriebenen Vereinfachungen.

b) Die Geschwindigkeitsverteilung u/u*

Aus der vorgegebenen Schubspannungsverteilung T/Ty gem. Glg.
(151b) und der durch die Annahmen (173a) und (173b) festgelegten
Verteilung der ImpulsaustauschgroBe €n/v 1aBt sich das Geschwindig-
keitsfeld durch Integration der Gleichung

d(u/u”) T/t' (184)
—_ .- 184
az* (1+e, V),

berechnen. Der dabei zunidchst noch unhekannte Radius r¢, der die
Stelle des Geschwindigkeitsmaximums angibt, wird aus der Bedingung
u.q1=Ueo ermittelt.
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Im Gultigkeitsbereich des Wandgesetzes fiir die Impulsaustausch-
grole, das vereinbarungsgemaB bis zum Schnittpunkt mit dem Mitten-
gesetz gelten soll, ist es ratsam) fiir die innere Ringspalthalfte
folgende Unterteilung vorzunehmen: Bis zum Wandabstand %4=15 wird,
wie iliblich, mit konstanter Schubspannung T=Ty@ gerechnet. Im Be-
reich 15<nqy<ngy ist diese Ndherung jedoch infolge des insbesondere
bei kleinen Werten r,/rz stark ausgepragten Abfalls der Schubspan-
nung bereits in Wandnihe nicht mehr zulassig, zumal auch 1t. Tabelle
8 die Wandabstidnde mgj3 am Schnittpunkt der Kurven des &gn/v-Wand-
und Mittengesetzes gegeniiber dem Fall des Rohres hohere Werte an-
nehmen. Um eine einfache Integration der Gleichung (184) nach Ein-
setzen des Ty/Tyq-Verlaufs (151b) zu ermiéglichen, wird die egu/v-
Verteilung gem. Glg. (173b) durch ihre Asymptote

(€a/v); = (7;-9,53) (185)

ersetzt.

ba) n4<15 (oder no<nga fiir die HuBere Ringspalthalfte)

Fir die Quadratur der Gleichung (184) gibt H.Reichardt /7/ nach
Einsetzen des_von Glg. (1) nyr unwesentlich abweichenden Wandge-
setzes €p/v=#[n-n, teh(n/n,)] die Ndherungslésung

E: = %-1n(1+¢q) + c1(1-e°nhh- %t e-bfn) (186a)

mit den in den Gleichungen (65) aufgefiihrten Konstanten an.

bb) 15<n41€ng1
Aus den Gleichungen (151b), (184) und (185) folgt:

( u—ua _ 1
u+ 1— :
8(1+rc/r1)(ab-1)
a-zl+ 1 1-bzl+ .
a(ab-2)1n -+ Bln—————— +(ab-1)(z’ -2 +i]
+ 1 “a
a-za 1-bza

(186b)
mit den Abkiirzungen:

c1

b =1 - r,/rc

z; =1- na/nci
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Die Geschwindigkeit ug/u* erhalt man aus Gleichung (186a) mit
na=15 zu ua/u =10,59.

be) Im Giiltigkeitsbereich des Mittengesetzes (173a) kann die
molekulare Zahigkeit gegeniiber der turbulenten Scheinreibung ver-
nachlassigt werden. Durch Einsetzen der Gleichungen (151b) und
(173a) in Glg. (184) folgt:

ll(,U: z: + +
d(“i )_ _ SMei/Me2 Zi *% /’b+(’i/’c:’)zijdz +
uy a(1+rc/ri) (0,5+z;2)(1-zi+2) 1
u,/ur 0
(187)
Die Auflosung dieser Gleichung ergibt**(s.Anhang A 3.5.2 ):
- ./ 1+z. 7
c Nci/ Ne2 + i + +2
( u~ )i = ——3_— ln(l—zi)+ln1+—22+-§ +aiiln(1+zi)+a211n(1+2zi )
i
o + ‘
+a311n(1-(1-F;)zi) +a4i°arctg(Ezi) (186¢c)

wobei die beiden ersten Glieder in der eckigen Klammer dem line-
aren Anteil der Schubspannungsverteilung, also mit n¢j/nc2=1 dem
Rohr bzw. den parallelen Platten entsprechen.

Die Koeffizienten aj; lauten:

2(1-ri/rc) )
a4i = - (2-r, /v )i+, /T_)
a. . = (1-ri/rc)(3-ri/rc)
2i (2-ri/rc)[2+(1-ri/rc)4]
r (188)
6(1-r/r )2
zi = - =r, /r ) (dar, /r ) [2+(1-1 /7 )2]
215-'(1—ri/rc)ri/rc
4i = (1+ri/rc)[2+(1-ri/rc)2T J

**Bei der numerischen Auswertung werden die Ergebnisse dieser
Gleichung durch die einfachere Form u/u*=alnn+c angenahert,wo-
bei a und c von ri1/ro und von Re abhingen.

Inzwischen wurde auch eine von S.Levy durchgefiihrte Inte-
gration der Gleichung (187) bekannt /65/.
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bd) Fiir nicht zu kleine Werte des Radienverhdltnisses ri/r2

kann die von H.Reichardt /7/ fiir das Rohr und fir parallele Plat-
ten hergeleitete Geschwindigkeitsverteilung des Gesamtquerschnitts
auf den Ringspalt erweitert werden.

Definiert man eine Zusatzgeschwindigkeit uz/ut in der Weise,daB
diese an der Wand (x;+=1) null wird:

2
u ./ 1,5(1+z. %) 1427} 1+2z7
(—f')i = "cl"'cz [lr. ! +;—-— + a ;1n— L a2i1n——3—1-
u 1+2zi
1-(1-ri/rc)z; .
+ a5.1n ri/rc + a4i(arctgf§xi-arctgvg ) (189)

und damit in Ringraummitte den Wert

u ./
zc NeciMe2
(;:—)i = ——7F——-k1-a21)1n3-(1+ali)1n2-asiln(ri/rc)-a4iarcth2I
(190)

annimmt, so folgt unter Beachtung von 1‘xi+'ﬂi/ﬂci

Nei’Me2 u u Nei/n u
u ci’ "le 2z Cc ci’ "'c2 zC
(—u+)i“ = 1"'11'(_u+)i = (‘u‘+)i' —a lm'ci-(_u+ ); = konst.

Aus dieser Gleichungz geht hervor, daB fir n.;/".2¥1 die Geschwin-
digkeitsdifferenz (u-uz)j/uj* dem aus dem Wandgesetz folgenden
logarithmischen Gesetz

u-uz 1
( ) = 2 ll'l"i + 02 (191)

+ 1
u

gehorcht. Die Bedingung ﬂci/ﬂc2=1 ist in der &uBeren Ringspalt-
‘hdlfte vereinbarungsgemdB immer, in der inneren dagegen nur bei
Halbmesserverhaltnissen nahe eins erfiillt. In diesen Fallen kon-
nen das Mittengesetz (186c) und das Wandgesetz (186a) kombiniert
werden, indem in letzterem anstelle von u/ut* die Geschwindigkeits-
differenz (u-uz);j/uj* eingesetzt wird. Dies ist zulidssig, da im
wandnahen Gebiet, dem Giiltigkeitsbereich des Wandgesetzes also, die
Zusatzgeschwindigkeit u, klein gegeniiber u ist (uzw=0). Die Glei-
chung fir den Geschwindigkeitsverlauf iber den gesamten Querschnitt
einer Ringspalthalfte lautet demnach:
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2 +2
1,5(1+2z}°) + 14227
u .1 ’ i 1+2j i
(;:)i P [ln(1+aq)+ln 1+22+2 +ag, 1n 5 + azil"__ﬁ———
i
1-(1-r./r )z?
i’ e’%i +
+ asi]n ri/rc + a4i[arctg(12 zi)-arctgiz]}
-0/Nn -hn
+c1(1—e -%te ) (192)

Die mit dem Koeffizienten a;; behafteten Glieder dieser Gleichung,
die fir ry/ro,=1 samtlich nuil sind, geben die Abweichungen gegen-
iber dem von H.Reichardt fiir das Rohr bzw. fiur parallele Platten
aufgestellten Geschwindigkeitsgesetz (62) an.

c) Der Radius r,

Nach Kenntnis des Geschwindigkeitsverlaufs in den beiden Ring-
spalthialften 1dBt sich nun die Stelle mit verschwindender Schub-
spannung, also maximaler Geschwindigkeit, berechnen. Die Bestim-
mungsgleichung fiir r./ry (rq1/ro,Ret) ergibt sich aus der Bedingung
ucq=uco, mit den Gleichungen (186a,b,c), (190) und (191) folgt:

u
zC 1 a
(;I“)zﬁi Inng, + ¢y = (’I + -

c
c
n
|
c
o
c
[
c
¢}
T
c
—

(193)

wobei, aufler den bereits bekannten GroBen, (ug-ug)/u* und
(ug-u,.)/u* die Zahlenwerte der Gleichungen (186b) bzw. (186c) fiir
den Mittenabstand zgq*=1-ng51/nc1 bedeuten. Die durch Iteration ge-
~wonnenen krgebnisse der numerischen Auswertung dieser Gleichung
sind in Tabelle 8 zusammengestellt.

d) Die mittlere Geschwindigkeit

Die Mittelwertbildung nach Glg. (22a) mit der Geschwindigkeits-
verteilung (192) ergibt nach Weglassen vernachlidssigbarer Zusatz-
glieder:
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2 5 3 1 1.7
InMei *+ C2” Ther /r_ e {°1i[74“21“2 + (Elnz‘I)F;']

+
L JP

Bl

r.
In3 + g -Earctgﬁ +(-;--4lln3)r—1]
c

+a.. | 1 + 1(1+:i)]
31L2(1-ri/rc) 4 r.

. r.
+ a,. 1arctg¢5‘+ !%k1n3—1) + % ;l({slarctgfa)]
c

41 |4
r.
i1 1 n 3 1
+ F—[zln3 + gln2 + (acz-lnu);:7]+1§'arctg(ﬁ'- 1n2 - I1n3]
C 1
2. 51nm.+5.5-—3 — {(0.2103+0.0966-1)a . . +(0.4241+0,2253-1)a
=2,31n0,45, 5= 0 g 11002 ° ro)21i+(0 , ro )2
ln%ﬁ 1 ri ri
+[2(1_r./r 5 + z(l+;—)]asi + (0,2736+0,1147-2)a, .
1 C C C
n ri
+ (0,621243,120- %)L . 0,0362 (194)
ci ¢

Fiur kleine Werte rl/rz, die eine getrennte Berechnung der Geschwin-
digkeitsverteilung nach den Gleichungen (186a,b,c) erfordern, ist
die numerische Integration der analvtischen vorzuziehen, da letztere
zu unhandliche Ausdriicke ergeben wiirde. Die Gleichung zur Berech-
nung der mittleren Geschwindigkeit @n1o fiir den Gesamtquerschnitt
lautet:

Un12 ("c/"z)z‘("i/"z)2 un1/Y] "('c/"z)2 u2/Ys

= = . + ¢ (195)
Tmiz © v 1-(ry/ry)* ug/uyt  1=(ry/rp)® ufuyt
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3.6. DAS ROHRBUNDEL

Wie bereits in der Einleitung vermerkt, wird zur Berechnung
der Stromung und des Warmeiibergangs léangs Rohrbiindeln das bereits
von R.N.Lyon/10/ angewandte Verfahren iibernommen, welches das
Hexagon verschwindendgs Schubspannung durch einen Kreis gleichen
Fldacheninhalts ersetzt. Der Radius r. dieses Kreises folgt aus der

Beziehung

wobei mit p der Achsabstand zwischen den im Dreieck angeordneten
Rohren und mit d und rqy der &duBlere Durch- bzw. Halbhmesser dieser
Rohre bezeichnet wird. Fiir quadratisch angeordnete Rohre ist der
in entsprechender Weise definierte Halbmesser r. aus der Gleichung

r
(50 =® (196b)

zu berechnen, mit p als Seitenldnge des aus den Rohrachsen gebil-
deten Quadrats. Das Ersetzen des ein jedes Rohr umgebenden seiten-
gleichen Rechtecks verschwindender Schubspannung durch einen fla-
chengleichen Kreis bedeutet hier natiirlich eine wesentlich deut-
lichere Abkehr von den tatsidchlich vorliegenden Verhdltnissen,als
dies beim Hexagen der Dreieckanordnung der Fall ist. Aus den bei-
den Gleichungen (196a) und (196b) folgt, dal die fiir Dreiecktei-
lung berechneten numerischen Ergebnisse, unter der vorerwahnten
EinbuBle an Genauigke¢it, fir die quadratische Teilung mit dem Ab-
standsverhaltnis

)y = vv—g (B)a = 0,932 (Pa (196¢)

iibernommen werden kdnnen.

Unter diesen Vereinfachungen lassen sich die stromungs-
mechanischen GrofBlen direkt aus den fiir die innere Halfte des Ring-
spaltes geltenden Gleichungen bestimmen.

3.6.1. LAMINARE STROMUNG

3.6.1.1. STROMUNGSMECHANISCHE GROSSEN

Fiir die laminare Rohrbiindelstrdmung ist ergdnzend zu den in
Abschnitt 3.5.1.1 (Ringspalt) enthaltenen Beziehungen iiber
T1/Twi> ¢1 und 91 noch der Widerstandsheiwert & zu bestimmen.

**Die Giite dieser Niherung nimmt (unter der Voraussetzung, dafl die
stromungsmechanischen GroBlen in der inneren Halfte des auf diese
Weise zugeordneten Ringspalts bekannt sind) mit steigendem p/d
wegen der damit verbundenen Abnahme von (rc-r(t=0))/(rc-ri) zu.
Bei turbulenter Stromung verringert sich ab einem Bestwert p/d

die Genauigkeit wieder, da die beim Ringspalt gemachten Ansatze
iiber gp/v mit abnehmendem rqy/ro, d.h. mit steigendem p/d des zu-
geordneten Rohrbiindels, unsicherer werden.
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Er ergibt sich aus §{=87,/(Qua?) durch Einsetzen von

du PYc 4 Puc 2[1-(r1/rc)21 '
1; .P(a;)' - —;; (E;E&%ﬁ5ﬂ = r1 ln(rc/Fi)z+(P1/ré)z-1 (197)

sowie mit Hilfe der Gleichung (154a) und mit Re=2(r¢2-rq2)ug/(rqv)
Zzu

[1 (rl/r )2][1 (r /r1)2]2
r )2 [2 In(r /ri) -3] (r /r ) +4

4 (198)
B= Re (P /

3.6.1.2. DER WARMEUBERGANG BEI q'-konst.

a) Der Wiarmestromdichteverlauf

Aus Gleichung (53a) folgt unter Beachtung der in Abb.1f auf-
gefiihrten Integrationsgrenze Yo =rc/r1 mit Fo=1 und Glg. (153):

y“

IJ [ln y+2-(r1/rc)2(y+2_1)] dy+2

qQ_ . (rg/rs

q

w y+ J bn y+2_(r1/rc)2(y+2_1)] dy+2
(r/%)

Die LOosung dieser Gleichung lautet:

g Y2[n vt /e P2 r20tr /e )P finee /e p2i3/2) i s 0P

q .
w y+{(r1/rc) /2-2+[ln(ri/rc)2+3/24/«r1/rc)2}

(199)

b) Der Temperaturverlauf 6

Durch Elnsetzen der Gleichung (199) in Glg. (16) erhdlt man mit
dy+=0,5 dy+2/y+:
o)

b 4
] bny*2- (5/0)2y*2/2+(r/5)2-1]+ (Bn(n/n)%43/2) /(n/n)z-x)/y*z}dy*2

/r

0=15

(r

,L{[‘“y+2"'=/ 02v*2/2+ (/02114 (hnca/m2es/2l /(a/w2-1) /v*?] ay

+2
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Die Losung der Integrale fiihrt zu folgender Gleichung fir den
Temperaturverlauf:

%(:—:)2-2—y+2 [lnv+2 1( 1)2. +2 (:—:)2 2] 1"Y+2{( 2[1 ( 1)2+%'1}

0=
3,71,2 ., 9,5¢c,2 2[Fe.2. Te ]
z(;:) -3+z(;%) +ln(;§) k;%) ln(;;) - 5(;;) + 1

(200)

c) Die Mischungstemperatur 6,
Setzt man die Gleichungen (153), (154a) und (200) fir ?1> Pm1
und O in die aus Glg.(21a) folgende Gleichung

1
1

" ?ml [1 (r /r )2] /e

e +2 (201a)

4 ody

ein, so ergibt sich (s. Anhang A3.6.1.2 ):

mit
719 re.2®1,Tea 11,71.4 2_23 1,2
+[ﬁr-—(ln(;%) ) ](;%) + Zﬁ(;:) - (—-) 5 G c) 9 } (201b)

und

1,71,2 T 2 3] ,}[ 9,5¢.2 . Fe.2
N = {5(;:) + (;%) ln(——) 4(rc) -3 +3 (;%) +ln(;§)

C

r r
-[(,—j)zm(r—j)z 2(—9)2 ]] J
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d) Die NuBielt-Zahl Nu
Aus Glg. (19) folgt mit d /r=-2 [(re/r1)2-1]

Nu =

2[(r /r )21
[ rC r1 ] (a—qg,°.1

Durch Differentiation der Gleichung (200) und Einsetzen zusammen
mit Glg. (201b) gelangt man zu folgendem Ergebnis:

[1 ~( °) ] (Z°) [m(—) ]- 22 )

Nu =

mit

[ ( c) 2][1n( °) ] ( c) [10( 2_ 95(—) ]ln( °) | (202)

o[320 -(m( 2) ] Fp “(,.;)‘ P °)2 25 2 y

3.6.2. TURBULENTE STROMUNG, BERECHNUNG STROMUNGSMECHANISCHER GROSSEN

Die in Abschnitt 3.5.2 fiir den Ringspalt hergeleitetenBezie-
hungen, die ihrerseits auf den fiir das Rohr giiltigen Zusammen-
hangen basieren, kdnnen nun noch auf die Stromung langs Rohrbiin-
deln erweitert werden. Die gemeinsame KemngroBle bei dieser Ver-
kettung Rohr-Ringspalt-Rohrbiindel ist die bereits eingefiihrte sog.
dquivalente Rohr-Reynolds-Zahl Rep, die sich aus den Gleichungen
(177a), (177b) und (179) mit Rep=Req sowie puB=pn] ergibt.

"2/ "/"1 Put . .
T " (r /r ) -1 ,-B °B

Re (203)_

In Tabelle 9 sind die fiir verschiedene Wertepaare (ReT,p/d) aus
dieser Gleichung gewonnenen Rohrbiindel-Reynolds-Zahlen Rep gemein-
sam mit den mittleren Geschwindigkeiten ¢,p und dem zugeordneten
Ringspalt rl/r wiedergegeben.
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Der Widerstandskoeffizient §p 1dB8t sich in gleicher Weise, wie
bereits beim Ringspalt beschrieben, berechnen. Aus den Gleichungen
(174a), (174b) und (180) folgt mit Zp=Y4:

krc/ri)z -1 2
?iT)‘:

- (204)
%8 (ry/ry) [(rz/r1)2-(rc/r1)2](9n8 T

wobei {p wiederum den fiir ReT aus dem Widerstandsgesetz des Rohres
bestimmten Widerstandskoeffizienten bedeutet. Den Quotienten Zp/%1*
mit dem fiir Rep direkt aus dem Rohrgesetz ermittelten Wert !f er-
hdlt man mit H?lfe der Gleichungen (69b) und (204):

Z5 (r/r)?% -1 (?_T)zl’ log(ReB/7)] 2 (205)
4t (ri/rz)[(rz/ri)z-(rc/ri)zl Y=B llog(ReT/7)

Die restlichen stromungsmechanischen GriBen: T/ty, 9, pun las-
sen sich aus den fir die innere Ringspalthdlfte hergeleiteten Be-
ziehungen entnehmen.
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4. DISKUSSION DER ERGEBNISSE DER NUMERISCHEN BERECHNUNG

Einleitung

Die numerische Auswertung der in den Abschnitten 2 und 3 ent-
haltenen Gleichungen wurde mit Hilfe einer IBM-7094-Rechenanlage
durchgefiihrt (vom Verfasser programmiert). Die dabei der nume-
rischen Integration der auftretenden Integrale zugrundegelegten
Unterteilungen werden im folgenden beschrieben.

a) Laminare Stromung: Lineare Unterteilung der Breite
+ + +
ay,; = (y, -y, )/100
iiber den gesamten Bereich wa..yo+ des Stromungsquerschnitts.

b) Turbulente Stromung: Da sich das Geschwindigkeits- und das
Temperaturprofil - letzteres mit Ausnahme der Falle von Kombi-
nationen kleiner Prandtl- und kleiner Reynolds-Zahlen (s.Abb.38,
60,67,81 und 93) - bereits in unmittelbarer Wwandnahe aufbauen,
muB die Unterteilung mit Annaherung an die warmeaustauschende
Wand zunehmend feiner werden. Einheitlich fir alle betrachteten
Formen des Stromungsquerschnitts werden im Bereich, der durch
0<|y -y *Igo0, 9|y *_y *|definiert ist, eine lineare Unterteilung
der Brefte °

Aym+= (yw+-yo+)/60
und in der restlichen wandnahen Zone O 9|y -y +|<|v -y +|<|y +|

beim Rohr und Rohrbiindel sowie bei paralle!en Blatten, symmetrl-
scher Warmeaustausch, eine Unterteilung der ortsabhangigen Breite

aynyt= (0, -y, ae/(dp/dy ) b 105

mit A9=-1/60 zugrundegelegt. An der Grenze der beidgn Bereiche mit
gleichmaBiger Abstufung der wandnormalen Ordinate y e1nerse1t

und der Geschwindigkeit ¢ andererseits, d.h. fir yt -Yo *=0 y9I(yw Yo +)
gilt bei der turgulenten Rohrstromung und der oben angegehenen Rey-
nolds-Zahl Re=10°: de/dy -(r/t‘)(qﬁuc/u+)’(1+em/v): -1. In den Fillen
des Ringspalts und der parallelen Platten, asvmmetrischer Warmeaus-
tausch, trennt das Temperaturoptimum ﬂb, verglichen mit dem Geschwin-
digkeitsmaximum u,, im Mittel der doppelte Abstand von der widrmeaus-
tauschenden Wand (gem. Abb 1b,1c und 1f betragen diese Abstandsver-
hdltnisse p;j: PA1>2, PA2<2 und Ppp,g -2) Aus diesem Grund mufl die
zuvor genannte Grenze an die Stelle y*-y,*=0,95(yy,*-y,*) gelegt wer-
den. Dies hat zur Folge, daf dje fllbere1ch 4yn1 zu halbieren sind:
AYn2 *=ay,1¥/2. Die Liicke 0,9 |y, -¥o k.0 95| —y02| wird dabei in drei
Jje gleich grofBe Abschn1tte Ay*+=0, 05(v 3/3 geteilt. Nach dem so
beschriebenen Verfahren erhialt man fur d1e 3 erstgenannten Falle (T,
PS,B) 61 und fiir die 3 letztgenannten (A1,A2 PAS) 64 Teilbereiche.
Die verhaltnismiaBig hohe Reynolds-Zahl von Re 10° wurde gewahlt, um
in groBler Wandnahe, bedingt durch den dort vorhandenen steilen Ge-
schwindigkeitsabfall, geniigend viele Integrationsschritte zu erhal-
ten. Die auf diese Art und Weise berechneten Unterteilungen erwiesen6
sich als ausreichend, mit Ausnahme der Kombinationen Pr* > 10,Rep > 10,
fur die eine noch feinere Abstufung in unmittelbarer Wandndhe notwen-
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dig ware (die letzte Teilabszisse befindet sich im Abstand

0,886 10" (yy, -y, %) in dep Féllen T,PS,B und im halb so groBen
Abstand 0,443 10‘4(y -Yo *) in den Fallen A1,A2 und PAS zur wirme-
austauschenden Wand) Dle auszuschlieBlenden Revnolds-Zahlen kom-
men allerdings infolge der mit den hohen Prandtl-Zahlen verbun-
denen groflen Zdhigkeiten kaum vor. Die in verschiedenen Diagram-
men im Bereich Pr+* 3 10,Req 3 106 enthaltenen Ergebnisse sind durch
Extrapolation gewonnen.

Bei der Durchfiihrung des warmetechnischen Teils der numerischen
Berechnungen wurden - ausgehend von den bereitgestellten hyvdrody-
namischen Groflen ¢, Em/v etc. - zundchst der keine Iteration er-
fordernde Fall mit konstanter Warmeflufldichteverteilung Fg=1 be-
handelt und daran anschlieflend mit Hilfe der so erhaltenen Tempe-
raturverteilung der Verlauf erster Naherung der wandnormalen Warme-
stromdichte und der femperatur fir den niachsthoheren Wert des Para-
meters Fo>1 bherechnet (s. Tabelle 1). Durch Iteration wurde die-
jenige Naherung als Losung bestimmt, fiir die die Verbesserung der
NuBelt-Zahl Nu, (zu deren Berechnung die Kenntnis der Mischungs-
temperatur 6, nicht notwendig ist und daher keine zusatzliche nu-
merische Inteeration erfordert) gegeniiber dem zuvor herechneten
Wert kleiner oder gleich 1 Promille bei der laminaren bzw. 3 Pro-
mille bei der turbulenten Stromung betrigt. Beim Cbergang zum
nachstfoleenden Wert des Parameters Fo wurde die Temperaturver-
tcilung des bereits bekannten ndchstgelegenen Wertes F, (im folgen-
den Beispiel in Klammern gesctzt) bei gleicher Revnolds-Zahl zur
Berechnung der ersten Naherung herangezogen, also etwa F = 1 - 2(1)
- 4(2) - 8(4) - 0,5(1) - 0(0,5). Die Konvergenz fiir F,>0 ist gut,
sodaf3 im Durchschnitt bereits die zweite oder dritte, und nur in
Ausnahmefallen die vierte Niaherung die oben definierte Losung er-
gab.

Beim (bergang zu negativen Werten des Parameters der Wiarmestrom-
dichteverteilung mufite das hier beschriebene Verfahren in Bezug auf
die Auswahl der Werte F_ modifiziert werden: Wie Abbildung 3 zeigt
konnen nicht uneingeschridnkt Werte F <O gewdhlt werden, ohne in dae
auszuschlieBende Gebiet F,/Fp =d®p/d¥,<0 zu celangen (die im Quadran-
ten F <0, Fp>0 gelegenen Kurvenabschnltte der Funktion (34) sind in
Abb.3 ueggelasqen wie bereits in Abschnitt 2.2.5 begriindet wurde).
Um fir die festzulegendcn Werte F,<O eine gegeniiber F >0 vergleich-
bare Abstufung - gekennzeichnet durch den Grad der Annidherung an den
Grenzwert Fgeoe fir F >0 bzw. an Fg—= -8p/(1-8y), d.h. Fy—=-» fiir F;<0
(s. Abb.4a und 4b) - zu erhalten, wurden die Werte F0<O mit Hllfe
der Gleichung (34) fir die dem Verglelchs“ert Fo+>0 entsprechende
GroBe Fm <0 berechnet und auf 5/100 au[gerundet Vegen der Symmmetrie
der Kurven Fo(Fm) um die Achse F,=1-Fp folgt Fy'=1-F,*, der Reihen-
fo]ge F =2, 4, B8 entsprlcht also die Abstufung Fm = -1, -3, -7,
wie 51e in Tahelle 1. fiir PrT g=1 aufgefihrt ist. Anstelle der zu-
ndchst noch unbekannten Mischungstemperatur 6, wurde der bei dem
nadchsthoheren Wert Fo fir dieselbe Reynolds-Zahl ermittelte Wert
On' in die Gleichung (34) eingesetzt. Da der zu erwartende Betrag
von O, stets kleiner sein wird als Op', muBl Vorsorge dafiir getrof-
fen werden, daB man nicht zu sehr in die technisch uninteressanten
Bereiche Fp—-00 (Nu—~0) einerseits bzw. F o/Fm<0 (Nuy<0) anderer-
seits gelangt (wie inAbschnitt 2.2.5 beschrlehen ist lediglich
der Grenzfall Nu=0, der dem Temperaturausgleich entsprlcht von tech-
nischem Interesse). Dies geschah auf zweierlei Weise: Zunachst wurde
in den Fallen, in welchen als Folge der niedrigen Werte fiir 8y haupt-
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sdachlich Vorsicht geboten ist, also bei der laminaren Stromung
generell und bei+der tgrbulenten Stromung fur Prfvo,l, d@e aus
der Beziehung Fp =1-F, gewonnenen Werte Fp  erh6ht. Damit er- .
reicht man, daB die Tendenz zu héher negativen Werten Fp (Fp<Fp')
teilweise kompensiert wird. Weiterhin wurde die Anzahl der Itera-
tionen zur Bestimmung des endgiiltigen Wertes Nu, bei der lamina-
ren Stromung auf 20 und bei der turbulenten Stromung auf 10 be-
grenzt. Reichte diese Anzahl zur Losung in dem weiter oben defi-
nierten Sinn nicht aus, oder fiihrten im Laufe der Iterationen die
Zwischenergebnisse zu negativen Nu,, so wurde F, um 5/100 erhoht
und der zuvor beschriebene Vorgang solange wiederholt, bis das
endgiiltige Ergebnis innerhalb der Hochstzahl von Iterationen pro
Wert F, vorlag. Die Abnahme der Nufielt-Zahlen fir negative Fg ist
wesentlich starker ausgepragt als die Zunahme fiur Fy=0, wie die
Abbildungen 29, 37, 54, 100 und die Tabellen 10 bis 17 zeigen.
Diese Tatsache driickt sich dementsprechend auch in der Anzahl der
notwendigen lterationen aus, die mit Abnahme des Parameters Fg,,
der Prandtl-Zahl Pr und - etwas weniger deutlich - der Reynolds-
Zahl Re, sowie mit zunehmendem Unterschied der aufeinanderfolgen-
den Werte F, ansteigt.

Bevor nun auf die numerischen Ergebnisse im einzelnen einge-
gangen wird, ist es angebracht, die bei der Herleitung der Formeln
in den jeweiligen Abschnitten beschriebenen physikalischen Zusam-
menhédnge zwischen Stromungsquerschnitt, thermischer Randbedingung,
Stromungsform (laminar oder turbulent) und dem daraus folgenden Ein-
flufl auf die Warmeiibertragung an dieser Stelle nochmals zu skizzieren.
Diese Zusammenstellung wird einheitlich fiir den allgemeinen Fall des
Ringspaltes gegeben, in dem das Rohr, die parallelen Platten und das
Rohrbiindel (letzteres im Rahmen der vereinbarten Nidherung r(tr=0)zr.)
als Sonderfalle mit enthalten sind.

Vereinfachend 1dBt sich folgendes umkehrbare Schema aufstellen:
kine Abnahme des Flacheninhalts unter dem t/Y_-Verlauf im Bereich
Yc:-+:Yw fuhrt zu einer Zunahme der V6lligkeit des innerhalb dieser
Grenzen befindlichen Anteils der Geschwindigkeitsverteilung ¢. Die
damit verbundgne AQnahme des Flacheninhalts unter dem q/qy~Verlauf
im Bereich y,...y fuhrt zu einer Zunahme der Volligkeit des dazu-
gehorigen O6- rofi‘fs. Eine Zunahme der Volligkeit des p-Verlaufs
schlief3t eine Erhohung sowohl der mittleren Geschwindigkeit Pm als
auch des Gradienten (dy/dy)w und damit des Reibungskoeffizienten(Z
ein. In der gleichen Weise wirkt sich die Zunahme der Volligkeit
des 6-Profils auf eine Erhohung von 6p , (d8/dy)w und von Nu aus.

Der EinfluBl des Parameters F, - einer Zunahme entspricht eine Ver-
minderung des Fldcheninhalts unter dem q/qu-Verlaufs (und umgekehrt),
verbunden mit den zuvor beschriebenen Konsequenzen - ist umso groéBer,
Jje weniger der Warmeaustausch von den wandnahen Vorgingen beherrscht
wird: Bei laminarar Stromung also im Fall Al mit steigendem, im Fall
A2 mit abnehmendem Wert des Radienverhdltnisses rq/ro und bei turbu-
lenter Stromung zusdtzlich mit abnehmender Prandtl- und abnehmender
Reynolds-Zahl.

Von allen in dieser Arbeit betrachteten Stromungsquerschnitten
ist nach dem vorausgehenden der EinfluB8 von F, beim Rohr (als Grenz-
fall des Ringspalts mit r1/r2=0 und qy=qy2) am héchsten. Diese Tat-
sache ist am deutlichsten in Abb.29 zu ersehen.
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Es erweist sich nun als zweckmaflig, fir die Zusammenstellung
der numerischen Ergebnisse, einschlief3lich des Vergleichs mit ex-
perimentellen Daten, von der bei der Herleitung der Formeln ge-
withlten Reihenfolge abzugehen, und die verschiedenen Stromungs-
querschnitte in den iibergeordneten Abschnitten fir laminare Stro-
mung einerseits bzw. fir turbulente Stromung andererseits zu grup-
pieren.

4.1. LAMINARE STROMUNG

Bei laminarer Stromung besteht unter den in Abschnitt 2.1 ge-
troffenen Voraussetzungen Ahnlichkeit sowohl der Geschwindigkeits-
als auch der Temperaturprofile fiur alle Prandtl- und alle Reynolds-
Zahlen. Fir Kanalstromungen mit linearem Druckabfall bleibt nach
Abschnitt 2.2.5 diese Ahnlichkeit bei exponentiellen WarmeflufB3-
verteilungen langs der Wand erhalten. Der Warmeiibergang wird also
allein von der Querschnittsform des Kanals, von der thermischen
Randbedingung (z.B. A1 -A2, PS - PAS) und von der GroBe des Para-
meters der WarmefluBlverteilung FO bestimmt.

4.1.1. DAS ROHR

In Abbildung 14 sind die Temperaturverteilungen 6(y/g) fir ver-
schicdene Werte F_. dargestellt. Das dabhei zusatzlich eingezeichnete
Temperaturprofil 6=1-1,8y* +O,8y+3 entspricht der aus einem Potenz-
reihenansatz gewonnenen Naherungslosung (s.Glg.61a). Die Kurve
99/3x=0 gibt im Schnittpunkt mit den Kurven 8(F =konst.«0) den aus
der Beziehung e(yn+)=Fo/(Fo-1) folgenden Wandabstand y/g=1-y, mit
-unveranderlicher Temperatur in Stromungsrichtung an. Derselbe Zusam-
menhang y, (Fg) ergibt sich in Abb.15 aus dem geometrischen Ort der
Maxima der Kurven (1-v/g)q/qy , wie bereits in Abschnitt 2.4 ausge-
fiihrt wurde (Glg.57d). Dabei ist auch ersichtlich, daB mit 9%/9x=0
im Wirmestromdichteverlauf q/qy keinc ausgezeichnete Stelle verbun-
den ist. Dafl bei kreiszylindrischen Wanden der Verlauf von q/qy
gegeniiber demjenigen von y q/q‘ weniger aufschlufBlreich ist, kommt
weiterhin darin zum Ausdruck, dafl die allen Werten Fg im Ursprung
Yw =1 gemeinsame Tangente q/qw=2-y+ die Kurven q/qw nicht in zweil
Gruppen teilt, je nachdem ob sie teilweise oberhalb (F,<0) oder aus-
schlieBlich unterhalb (Fy,>0) dieser Tangente verlaufen. Bei ober-
flachlicher Betrachtung konnte dieser Schluf8 aus dem bei parallelen
Platten vorliegenden Verhalten gezogen werden. Der damit begangene
t'ehler wiare allerdings nicht sehr groB, wie die in Abb.15 einge-
zeichnete Tangente mit der Steigung d(q/qy)/d(y/g)=1 im Vergleich
zu der kurve fir Fg=0 im wandnahen Bereich zeigt.

Der EinfluB des Parameters I, auf die Mischungstemperatur Om>
‘auf die NuBelt-Zahl Nu sowie au? die thermische Einlauflange x
geht aus den Abbildungen 27 bis 30 hervor. In Abb. 29 ist dabeil
insbesondere das bhereits am Ende des Abschnitts 2.2.5 begriindete
Verhalten zu erkennen: Nu—e - , =0 fir F,=Foq - Nu=0, 6p=6,,>0
fiir Fo=F,, - Nu=Nu a Om=0, m x fiir F,—e +00. Die Groflen Fod, Fob,mb
x“dtN“max nehmen dage§ fur jeaen speziellen Fall I charakteristische
erte an,
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4.1.2, PARALLELE PLATTEN, SYMMETRISCHER WARMEAUSTAUSCH

Der Warmeaustausch bei laminarer Stromung zwischen parallelen
Platten ist der einzige Fall, in dem sich die Stelle 3%/3x=0
durch einen Wendepunkt im Temperaturprofil auszeichnet. In den
beiden Abbildungen 16 und 18 ist diese Tatsache zu erkennen,
besonders im Vergleich mit der laminaren Rohrstromung nach Abb. 14
Die Abhangigkeit der Mischungstemperatur 65 und der NuBelt-Zahl
Nu vom Parameter F, ist aus den das Rohrbundel betreffenden Ab-
bildungen 33 bis 37 zu entnehmen: In der Naherung, die das Rohr-
biindel durch die innere Halfte eines Ringspalts bei quasisymmet-
rischem warmeaustausch (ro=r ) ersetzt, entspricht der Fall der
parallelen Platten bei symme%rischem Warmeaustausch nach Glg.(196a)
dem unteren Grenzwert p/d=0,952 (ry,/rqy=ro/r1=1). Die am Ende des
Abschnitts 2.2.35 gegebhenen Erlauterungen iliber die Beeinflussung des
wandnormalen Warmestromdichteverlaufs durch den Parameter F,
werden in Abb.17 veranschaulicht.

4.1.3. PARALLELE PLATTEN, ASYMMETRISCHER WARMEAUSTAUSCH

Der Temperaturverlauf 6 und die Wirmestromdichteverteilung
q/qw sind in den Abbildungen 18 wund 19 fur verschiedene Werte
F, wiedergegeben. Der EinfluB} der GriBe F, auf 8p, Nu, Nu/Nuq
und auf xeAd,Pe) folgt aus den Abbildungen 27 bis 30 : Bei
asvmmetrischem Warmeaustausch stellt die Stromung zwischen paral-
lelen Platten den speziellen Fall ri/ro=1,q,=qyi=qy2 des allge-
meinen Falls eines Ringspalts mit einseitigem Warmeaustausch dar.

4.1.4. DIE EBENE PLATTE

Da der Warmeaustausch durch die exakten Berechnungen von
Sparrow/Lin /4/ fir die WarmefluBverteilung qwéaxm bekannt ist,
wurden in der vorliegenden Arbheit nur die Naherungslosungen her-
geleitet, die neben ihrer Einfachheit hauptsachlich den Vorteil
groBBerer Anschaulichkeit besitzen. Die dabei gewonnenen Ergebnisse
wurden bereits in Abschnitt 3.4 beschrieben und in den Abbil-
dungen 7 bis 10 dargestellt.

4.1.5. DER RINGSPALT

Der Schubspannungsverlauf t/r, ist in Abb.20 i{iber der Abszisse
(r-rj)/(r.-ri) aufgetragen. Der Index i ist fiir die innere Ring-
spalthalfte gleich 1 und fir die duBere Ringspalthdlfte gleich 2
zu setzen. Der Unterschied zwischen laminarer und turbulenter Stro-
mung kommt in den GrdiBen T, und r, zum Ausdruck. Wihrend sich in
der adulBleren Ringspalthdlfte die Schubspannungen nur unwesentlich
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von dem beim Rohr und bei parallelen Platten vorhandenen linearen
Verlauf unterscheiden, ergeben sich demgegeniiber in der inneren
Ringspalthalfte mit abnehmendem Radienverhaltnis r1/r2 zunehmend
starke Abweichungen.

Als Beispiel fiir diejenigen KFalle, in denen die Flache, durch
die der wandnormale WarmefluB tritt, mit dem Abstand von der warme-
austauschenden wand zunimmt, sind in Abb.21 die Warmestromdichte-
verteilungen q/qw fiir 3 verschiedene Radienverhdltnisse rq/ro
eines Ringspalts mit Warmeaustausch am inneren Zylinder rq wieder-
gegeben. Die Neigungen der Kurxen q/q an der warmeaustauschenden
Wand, die in der Darstellung y q/qw-fYy ) fir alle kreiszylindrischen
Wande den Wert -1 annehmen, werden in der hier vorliegenden spezi-
ellen Form der Abszisse (r-rq)/(ra-rq) mit abnehmendem r;/ro
steiler. Aus diesem Grund konnen sich auch nur fﬁr_verhéltnis—
miafig grofBe Radienverhdltnisse rq/ro in Verbindung mit geniigend
stark negativen Werten des Parameters F, Maxima d(q/qy)/dr=0 aus-
bilden, die dann meist auch mit Werten gq/qu>1 verbunden sind. Die
Stelle 98/ax=0 liegt in Bezug auf diese Maxima in groBerem Abstand
zur warmeaustauschenden Wand, wahrend dies beim Rohr und bheim Ring-
spalt, Warmeaustausch am aufleren Zylinder, umgekehrt ist, wie der
Vergleich mit Abb.15 wund die Ausfiihrungen in Abschnitt 2.4 zeigen.
(Einheitlich fiir alle kreiszylindrischen Wwande - T, A1, A2 und B -
liegt diese Stelle also bei einem hoheren Wert des Halbmessers n)

Die nach Gleichung (157bh) berechneten Temperaturverteilungen
bei konstantem WarmefluB3 q, sind fiir verschiedene Werte des Radien-
verhaltnisses rq/ro in Abh.22 wiedergegeben. In der dabei gewahl-
ten Abszisse (r-rj /(rj-ri) ist bei Warmeaustausch am inneren
Zylinder (Fall A1 - qw=9 1) ri=rq und rj=rg und bei Warmeaustausch
am aulleren Zylinder (FalY A2 - gqy=qw2) entsprechend rij=ro und rj=ri
zu setzen. Wahrend fir qy,=qyo die Abhangigkeit von r1}r2 gering
ist, nimmt diese fir gqyw=q,1 mit sinkenden Werten ri1/ro deutlich zu.

Der Einflull des Parameters F, auf die einzelnen Groflen geht aus
folgenden Abbildungen hervor: Fur die Temperaturverteilung
9((r—ri)/(rj—ri),Fo=konst.) bei verschiedenen Radienverhdltnissen
und Warmeaustausch am inneren Zylinder aus den Abbildungen 23 bis
25 , bei Warmeaustausch am dufBleren Zylinder und rq/rs=0,10 aus
Abb.26 , fiir die Mischungstemperatur Op(r1/ro,Fgo=konst.) aus Abbh.27,
fir die Nufielt-Zahl Nu(r /r2,F0=konst. aus Abb.2R | fiir das NuBelt-
Zahlen-Verhaltnis Nu/Nuquo,rI/r2=konst.) aus Abb.29 und fiir die
thermische LEinlauflédnge xe in der Form xe/(4Pe)=f(rq/ra,Fy=konst.)
aus Abbh.30.

In der inneren Ringspalthalfte strebt mit rl/rg —e 0 das Ge-
schwindigkeitsprofil der Rechteckform zu (s.ppq=1 in Abb.33 ). Der
damit verbundene Geschwindigkeitsgradient (dy?dy)w—u-a) fithrt zu
(dO/dy)w—-oo, 6,=1, Nu—= ® und x¢=0, wie aus den Abbildungen 27,
28 und 30 hervorgeht.

Als Beispiele fir Temperaturverteilungen bei Warmeaustausch
langs des inneren und &dufleren Zylinders eines Ringspalts sind fiir
den speziellen, hier mit quasisymmetrischem Warmeaustausch bezcich-
neten Fall ry=r. in den beiden Abbildungen 31 und 32 die Funkti-
onen 9=f1((r—r13/(r0-ri),r1/r2=konst.) und (0—0w1)/650- wi)=
fo((r-rq)/(ro-rq),rq/ro=konst.) bei qyi=konst. und qyp=konst.=qy1
dargestellt. Aus Abb.3§ sind dabei die Unterschiede in den Wand-
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temperaturen der beiden Zylinder ersichtlich’ In der Form Oyc12=
B y2-%,)/(#,1-%,) ist dieser Zusammenhang in Abb.33 in Abhangig-
keit vom Radienverhaltnis ri/rz aufgetragen. Aus Abb.33 sind
weiterhin zu entnehmen: Die in den Ringspalthdlften 1 und 2 vor-
liegenden Werte der Mischungstemperaturen 84,1 und Oy2 einerseits
bzw. der mittleren Geschwindigkeiten ¢,1 und pn2 andererseits, die
Werte der iiber den Gesamtquerschnitt integrierten Mischungstempe-
ratur 512 in der Form 6y12=(8, 2-0w1)/(°o-OW1) und der mittleren
Geschwindigkeit Pm1 sowle die 3urch die Gleichung (167) definierten
NuBlelt-Zahlen Nujq uﬁd Nus.

4.1.6. DAS ROHRBUNDEL

Die vereinbarte Niaherung r(t=0)zr. fihrt den Warmeibergang beim
Rohrbiindel auf jenen in der inneren Halfte eines Ringspalts mit
quasisymmetrischem Wiarmeaustausch zuriick. Demzufolge konnen die
in den Abbildungen 31 und 32 dargestellten Temperaturverteilungen
im Bereich ri<r<r, sowie die in Abb.33 enthaltenen Groéfien
9m}='mB’ m1=%mB ung Nuq=Nug direckt iibernommen werden. Umgckehrt
gilt die in Abg.34 fur das Rohrbiindel mit p/d=1,61 bei Dreieck-
teilung (bzw. nach Glg.196c mit p/d=1,530 bei quadratischer Teilung)
fiir verschiedene Wertc von F_, wiedergegebene Temperaturverteilung ©
auch fir die innere Ringspal%hﬁlfte bei rq/ro=0,40 und ro=r.. Die
Zuordnung p/d - rq/ro , die aus den Gleichungen (151a), (196a) und
(196b) folgt, ist in Abb.37 durch einige Wertepaare angegeben.

Der Einfluf3 des Parameters der Warmefluflverteilung geht aus Abb.
35 fiir 6,(p/d,F,=konst.), aus Abb.36. fiir Nu(p/d,F,=konst.) so-
wie aus Abb.37 ?ﬁr Nu/Nuq(Fo,p/d=konst.) hervor. Fur konstante
Werte von F, lafit sich die Abhangigkeit der NuBlelt-Zah]l vom Schritt-
verhaltnis p/d durch Naherungsformeln angeben. Bei unverander-
lichem WarmefluB (Po-l) zum Beispiel lauten diese, mit Hilfe der
Abbildung 36 gewonnenen Gleichungen (die Werte ir den Klammern geben
den Giltigkeitshereich sowie die maximalen Abweichungen gegen-
iiber den nach Glg.202 ermittelten Ergebnissen an): :

Nu = 1,4+ 7(B) ( p/d<2, % 1%) (206a)
Nu = 7(2)1s 10 (2<p/d<5, % 2,5%) (206b)
Nu = a(B)1sd (5< p/d<20 , % 1%) (206¢)

**Wie aus Abbh.32 weiterhin hervorgeht, ist die Temperaturdifferenz
0b6.1=0,35(3c-6w1) naherungsweise fiir alle Radienverhaltnisse ri/ra
an die Stelle r—r1=0,R86(r2-r1) gebunden.
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4.2, TURBULENTE STROMUNG

Im Vergleich zur laminaren Stromung werden bei der turbulenten
Stromung das Geschwindigkeitsprofil 9(y+) zgsétzlich von der Rey-
nolds-Zahl und die Temperaturverteilung 6(y ) zusatzlich von der
Revnolds- und von der Prandtl'-Zahl beeinflufit. Bei der Wiedergabe
der numerischen Lkrgebnisse in Iabellen und Diagrammen erscheinen
diese beiden GroBen, Re und Pr’, entweder als unabhangige Verander-
liche oder als Parameter. Durch eine sinnvolle Wahl der Verander-
lichen laf3t sich der Einfluf3 der Revnolds-Zahl fir gewisse Zusam-
menhanege weitgehend eliminieren. Solche Falle liegen g.B. vor Qei
der Darstellung der Geschwindigkeitsvertei]ung in _der Form u/u =f(q)
und der Temperaturverteilung in der Form (Gw- /% =f(n, Pr). Die
Revnolds-Zahl ist hierbei implizit iiber die Schubspannungsgeschwin-
digkeit u+=ﬁw7y in dem dimensionslosen Wandabstand 'q=yu+/9 —-dieser
hat selbst die Form einer Revnolds-Zahl- sowie in der Schubspan--
nungstemperatur 8+=qw/(9cpu ) enthalten.

Fir den Bercich kleiner Prandtl-Zahlen zeigt es sich, daB die
kinflusse der Reynolds- und der Prandtl-Zahl auf die warmeubertra-
gung ungefahr gleich groBl sind und die NuBelt-Zahl nur noch vom
Produkt dieser heiden Groflen, Pe=Re Pr , abhangt: Nu=f(Pe). Zur Dar-
stellung der Nullelt-Zahlen fiir mittlere und grofe Prandtl-Zahlen
wird in der vorliegenden Arbeit eine vereinfachte Form der Glei-
chung (90) herangezogen:

+
Nu = RePr” /8 (207)

1+£(Prt)Vz/8

Diese Formel, ebenso wie das damit zusammenhdngende logarithmische
FTemperaturgesetz, gelten grundsatzlich fur alle diejenigen Falle
von Warmeiubertragungen, in denen einerseits das Geschwindigkeits-
maximum und das l'emperaturoptimum an dieselbe Stelle fallen und
andererseits die q/q“;und die &n/ -Verteilungen sich nicht allzu-
sehr von dem der Herleitung zugrundegelegten Fall des Rohres unter-
scheiden, oder die Abweichungen davon sich in etwa kompensieren:

In den Gleichungen (90) und (207) schlield3t der Reibungskoeffizient
Z implizit auBBer der Reynolds-Zahl auch noch den EinfluB8 geometri-
scher Parameter, wie z.B. das Schrittverhaltnis p/d beim Rohrbiindel
mit ein (s. Abschnitt 4.2.5).

4.2.1. DAS ROHR

Die bereits durch die feinere Unterteilung bei der Auswahl der
Parameter fiur die numerische Berechnung vorgenommene gesonderte Be-
handlung des Rohres gegeniiber den nichtkreisformigen Querschnitten
(mit Ausnahme des Rohrbiindels), findet bei der Darstellung der
numerischen krgebnisse ihre Fortsetzung in der Anzahl der aufge-
zeigten Zusammenhange unter den einzelnen, hier interessierenden
Grollen. Dient ersteres hauptsachlich zur Ekrleichterung der Inter-
polation der fiir die restlichen Stromungsquerschnitte grober ge-
staftelten Ergebnisse (eine Einschriankung ist durch die mit den zu-
satzlichen geometrischen Parametern r1/r2, p/d einerseits und den
verschiedenen thermischen Randbedingungen A1 - A2 , PS - PAS anderer-
seits verbundene Vervielfachung der Daten auferlegt), so hat letzeres
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seinen Grung darin, die Beschreibung der fiir die verschiedenen
Falle gleichermaBen giiltigen Eigenschaften auf das einfachste, je-
doch technisch wichtigste Beispiel zu beschranken.

a) Die Temperaturverteilung

Fiir konstanten WarmefluB lings der Wand ist die Temperaturver-
teilung in finf verschiedenen Auftragungen wiedergegeben. Die da-
bei gewidhlten unabhédngigen Verdnderlichen, die alle Funktionen des
Wandabsgandes sind, lauten : . .
y/%=1-y  (Abb.38) - ¢ (Abb.40) - u/u” (Abb.41) - nqPr” (Abh.42) -

(Abb.43) .
Eber den EinfluB der Parameter Re und prt gegen folgende Zusammen-
hange AufschluB (beim (Ubergang von n auf+u/u wird von der Bezie-
hung u/u+=f£n) und beim Ubergang von u/u” auf ¢ von der Proportio-
nalit?t u/u =C P wobei cu=1/(9mvl/8)=f(Re) ist, Gebrauch ge-
macht) :

aa) Fir kleine Prandtl-Zahlen folgt aus Glg.(88c), einschlieBlich
der in Abschnitt 3.1.2.3 gegebhenen Interpretation

+ + + + + +
(e,/€,)(8,-8)/8"=f ,(y/x,, Re Pri)=f,(qPr-)=f5(,Pr")=f,(u/u”,Pr’)=
fs(y,Re,Pr+)

(Eine zusatzliche, leichte Abhangigkeit der Funktionen f4 bhis f4
van Re und der Funktion fo von Pr ist durch den EinfluB der Rey-

nolds-Zahl agf den q/qw— erlauf einerseits und auf die Naherung
N Pr =f(RePr”) andererseits bedingt.)

ab) Fir mittlere bis grofle Prandtl-Zahlen (mit mittleren Prandtl-
Zahlen sind Werte fiir Pr° in der GréBenordnung 1 bezeichnet) er-
halt man nach Glg.(89b)

(&h/cm)(ﬂw-ﬁ)/8+=f3(q,Pr+)=f4(u/u+,Pr+)=T5(9,Re,Pr+)=T2(qPr+,Pr+)-
Ti(y/q,Re,Pr+)

(In den Funktionen f, bis T, bleibt durch die Re-Abhingigkeit des
q/qw-Verlaufs noch e%n geriﬁger EinfluB8 der Reynolds-Zahl bestehen.)

ac) Fir alle Prandtl-Zahlen gilt in der wiarmeleitenden Unterschicht :
(Gw-0)/8+=qPr=(y/§)qcPr und zusidtzlich in der laminaren (hydro-
dynamischen) Unterschicht (Gw-ﬂ)/0+=(u/u+)Pr=?PrI(Re)

Mit Hilfe dieser Beziehungen lassen sich die funf Darstellungen
der Temperaturverteilung in einfacher Weise interpretieren.

12 Die Abbildung 3R zeigt die Abhangigkeit des Temperaturverlaufs
0(y/g) von der Reynglds- und von der Prandtl-Zahl. Wihrend fiir
kleine Werte von Pr und Re das Temperaturprofil noch vergleich-

bar mit demjenigen bei laminarer Stréomung ist, nimmt es fiir Pr*=1000
praktisch Rechteckform an. kntsprechend der Funktion f (v/g,RePr')
ge!ten im Bereich kleiner Prandtl-Zahlen die fiir Pr*=0.01 einge-
zglchneten Kurven Re=konst. bei gleichem Wert des Prod&ktes RePr*
ngherungswe?se auch fir andere Prandtl-Zahlen. Fiir Pr=0 und samt-
liche Re weichen die Temperaturen g(y/q) nur unwesentlich von jenen

des Wertepaares Pr+=0,01 - Re=4.10" ab, sie sind deshalb in Abb.38
weggelassen.
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Der fir Pr*si, Pr*=10 und Re-3.104 durch kleine Kreise ange-
deutete I'8mperaturverlauf folgt aus der Anwendung des mit Hilfe
der Abb.43 gewonnenen logarithmischsn Temperaturgesetzes. Dagegen
zeigen die fur Pr*-0,0l und Re=3.10" eingezeichneten Punkte
die Abweichung der fiir kleine Prandtl-Zahlen giiltigen Ndherungs-
16sung Glg.(B88c) von den nach dem genauen Verfahren bestimmten
Ergebnissen.

2) Der Zusammenhang zwischen dem Temperatur- und dem Geschwin-
digkeitiverlauf in Abhangigkeit von der P and}l—Zahl geht fur
Re=3.10" aus Abb.40 hervor: O=f(p,Re=3.10",Pr =konst.). Wie man
sieht, besteht auch unter der Voraussetzung €p=€, fuir Pr =Pr=1
keine Identitat ¢m=m0O (vel. Ende des Abschnitts 3.?.3). Die beste
Ubereinstimmung &6 erhidlt man mit ch/em=konst. fiur einen leicht
iiber 1 liegenden Wert von Pr .

Das Temperaturprofil baut sich bei kleinen Prandtl-Zahlen vor-
wiegend in einem Bereich auf, in dem die Geschwindigkeit bereits
nahe ihrem Maximalwert ist, wdhrend umgekehrt bei groBlen Prandtl-
Zahlen die Temperatur sich schon ab kleinen Betragen der Geschwin-
digkeit - und damit umso mehr ab verschwindend kleinen Wandab-
standen - nicht mehr wesentlich andert. lLetzteres erklart, warum
(mit Ausnahme der Falle von Kombinationen kleiner Prandtl- und
klginer Reynolds-Zahlen) zur Bestimmung der GrofBle der Teilabschnitte
Ay bei der numerischen Berechnung eine Abstufung der Geschwindig-
keit oder ein diesem dhnliches Verfahren zugrundezulegen ist. Die
in den Absatzen aa und ab aufgezeigte Abhangigkeit der Funktionen fg
und T~ von der Revnolds-Zahl erweist sich in den Kurvenabschnitten
rechts (in Richtung ¢-1, 6-1) der gekriimmten Mittelabschnitte als
gering.

3) 1In Abb.41 sind die Temperaturverteilungen in der Form 4
(eh/em)(-ﬂw—#)/ﬂ+ fur verschiedene Prandtl-Zahlen und Re=3.10" iiber
der Geschwindigkeitsverteilung u/u+ aufgetragen (zur besseren Dar-
stellung sind die Werte (€,/€p)(9,~-9)/%" mit den an den Kurven ver-
merkten Faktoren multipliziert, die Bezifferung der Ordinatenskala
ist also durch diese Faktoren zu dividieren). Die Kurven der beiden
Abbildungen 40 und 41 lassen sich durch MaB3stabanderung der Koordi-
naten ineinander iiberfiihren: ks gilt u/u+=cuy und (& /cm)(Gw-SD/é =
c{ 6, wobei die Proportionalitatsfaktoren cu=1/(9m$[7§) und

ct=¢z79 RePr”/(Nu§,) lauten. Aus diesem Grund ist den Darstellungen
Abb.40 und Abb.41 auch folgendes Verhalten gemeinsam:

Ab mittleren Prandtl-Zahlen entsprechen die vorwiegend einen
linearen Verlauf aufweisenden Kurvenabschnitte zu beiden Seiten der
deutlich gekriimmten Mittelabschnitte (letztere entfallen fiir Prandtl-
Zahlen in der Nahe von 1) dem Geltungsbereich der in der wiarmelei-
tenden Unterschicht - diese liegt fiir Pr*>1 innerhalb der laminaren -
einerseits und in der turbulenten Kernstromung andererseits vorlie-
genden GesetzmdBigkeiten: Nach Absatz ac gilt (ch/cm)(#w—ﬁ)/0+=
(u/u”)Pr7=¢Pr” f(Re) und aus den beiden logarithmischen Gesetzen fiir
die Geschwindigkeit und fiir die TemEeratur folgt (En/€g) (V-9 /¥ =
(ag/a)u/u +ct(Pr )=7f(Re)u/u++ct(Pr ). Anders liegen dagegen die Ver-
haltnisse bel kleinen Prandtl-Zahlen. Zwar bleibt in der laminaren
Unterschicht, die bis ca n:u/u =3 reicht, die Proportionalitat
zwischen der lemperatur und der Geschwindigkeit bestehen, dagegen
kann sich die warmeleitende Unterschicht bis in die gekrummten
Mittelabschnitte der Kurven, oder auch dariiber hinaus, erstrecken.
Die mit Anndherung an die Rohrmitte (?-*1) vorliegenden linearen
Kurvenabschnitte hidngen damit zusammen, daB sowohl die Geschwindig-
keits- als auch die Temperaturverteilung dort parabolische Form
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annehmen (giiltig fir samtliche Prandtl-Zahlen): Wegen dt./dy+-0
an der Stelle y =0 - naherungsweise gilt cmﬁi=konst. ﬁbeg einen
groBeren Bereich y* - folgt mit q/Qw ~ U/ Ty=y : (ug-u)/u ~y,
sowie (€/€p)(3-8,)/9'~y™ und damit (ch/em)(éw-01ﬁ3+!A+Bu/u .

Ein geringfiigiger Unterschied zwischen den beiden Abbildungen
40 und 41 in Bezug auf den Bereich der Prandtl-Zahlen nahe ! er-
gibt sich dadurch, daB iT Gegegsatz zu O¥@ die beste Ugere}n—
stimmung (£1,/€p) (84-9)/3 = u/u” an eine Prandtl-Zahl Pr” leicht
unterhalb des Wertes 1 gebunden ist. Dies liegt daran, daB die
fir alle Reynolds-Zahlen und fir Pr nahe dem Wert 1 giiltige Nahe-
rung Nu=(Z/R)RePr+/1,07 zu einem schwach iiber 1 liegendeg Wert o
des Quotienten c¢/cy=1,079y/6y, fiihrt (im Bereich Re=4.10Y...3.10
steigt o, nach Tab.2 von 0,74 auf 0,8R und 6, nach Tab.15 von
0,79 auf 0,88 an).

4) Die Temperaturverteilung (&h/em)(GW-O)/8*=f(qPr+,Pr+=konst.),
einschlieBlich der Naherungsloiosung fur kleine Prandtl-Zahlen
Glg.(88c), ist in Abb.42 dargestellt. Das Einmiinden aller Kurven
Pr*t=konst. in den innerhalb der warmeleitenden Unterschicht vorge-
schriebenen Verlauf (eh/em)(ﬂw-ﬁ)/ﬂ+=npr+ sowie die im vollturbu-
lenten Bereich naherungsweise zulassige Wiedergabe des Temperatur-
verlaufs durch ein logarithmisches Gesetz der Form (&h/cm)(ﬂw-ﬂ)/ﬂ+.
aglnn+ ct(Pr*) sind deutlich zu erkennen. In der Ubergangszone sind
die durch molekularen und turbulenten Austausch iibertragenen Warme-
mengen fur Pr nahe 1 von derselben GroBlenordnung, fir Pr > 1 iiber-
wiegen dagegen letzter