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Numerische Losungen der den Temperaturverlauf belm Zusammenwirken von PPho-
nonen- und Strahlungsleltung beschreibenden Integro-Differentialglelchung werden dizku-
tiert. In einigen praktisch interessierenden Fiillen wird aus EnergiefluB und Temperatur-
verlauf eine ,effektive Wiirmeleltfiihigkelit® und lhre Abhiingigkeit von Temperatur und
Probendicke berechnet. Dabel zeigt sich, daB in UO,-Pliittchen von < 1 mm Dicke unter
den bel Hochtemperatur-Diffusivitiitsmessungen herrschenden Bedingungen der Einflug
der Strahlungsleitung unbedeutend ist. Bel dickeren Proben wird er jedoch {iberraxchend
stark.

Die in der iiblichen Welse definierte Wiirmeleitfiihigkeit gewisser Materlullen bel
hohen Temperaturen hiingt also von der Probengeometrie und der MeB8methode ab. Unter-
schiede in den Beobachtungsergebnissen verschiedener Autoren fiinden damit ijhre
Erklirung.
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RADIATION IN SOLIDS by J. RICHTER and H.E. SCHMIDT

BEuropean Atomic Energy Community - EURATOM
Joint Nuclear Research Center

Karlsruhe Establishment (Germany)

European Transuranium Institute

Brussels, April 1963 - 19 pages - 6 fligures.

The temperature profile across a slab in the case of Interaneting phonon conduction
and radiative heat transfer is described by an Integro-differential cquation. Numerical
solutlons of this equation are described In the text.

In several cases of practical Interest an “effectlve thermal conduetivity” ix ealeu-
lated and 1ts dependence on temperature and specimen thickness are shown. One finds
that under conditions which normally persist in high temperature diffusivity experiments
the influence of radiative conduction is negligable in monoecrystalline UO,-platelets which
are less than 1 mm thick. The contribution of radlation increases however rather
rapldly with inereasing thickness.

The measured thermal conductivity thus depends In “thick” samples strongly on
the specimen dimensions. This could help to explaln why in some cases dlfferent authors
found inconsistent results in high temperature thermal conduectivity measurements on
eomparable materials.
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The temperature profile across a slab In the case of interacting phonon conduetion
and radiative heat transfer is described by an Integro-differential cquation. Numerical
solutions of this equation are described In the text.

In several cases of practical interest an “effective thermal conductivity” is calcu-
lated and its dependence on temperature and speelmen thickness are shown. One finds
that under conditions which normally persist in high temperature diffusivity experiments
the influence of radiative conductlon is negligable in monocrystalline UO,platelets which
are less than 1 mm thick. The contributlion of radlation Inecreases however rather
rapidly wlth increasing thickness.

The measured thermal conductivity thus depends in “thick” samples strongly on
the specimen dimensions. This could help to explain why in some cases different authors
found inconsistent results in high temperature thermal conductivity measurements on
comparable materials.
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1. ®inleitung

Die Warmeleitfihigkeit von Nichtleitern nimmt im all-
gemeinen bei steigender Temperatur mit 1/T ab. Dieses
Verhalten wird durch die existierenden Theorien)1 be-
friedigend erkldrt. Bei einigen Isolatoren und Halb-
leitern, vereinzelt auch beim UOZ)Z’ 5, beobachtete
man jedoch ab etwa 1000°K einen deutlichen Wiederan-

stieg der Wirmeleitfahigkeit.

L. Genzel)¥, B.S.Kellet)® und E.F.M. van der Held)®
haben dieses Phidnomen mit der Absorption und Reemission
von thermischer Strahlung bei Anwesenheit eines Tempe-
raturgefidlles im Medium erkldrt. In der einfachsten
Behandlung ‘des Problems ergibt sich)h, dafl der sich

der Phononenleitung iberlagernde Strahlungsflull mit

Z
steigender Temperatur wie T” zunehmen mufs.

Es wurde vielfach versucht)7, beobachtete Abweichungen
von diesem T3—Verhalten zu deuten und méglicherweise
durch Annahme weiterer Leitungsmechanismen zu erkl&ren.
Im Falle des recht griindlich untersuchten UO2 besteht
noch heute Uneinigkeit dariiber, ob der Strahlungseffekt
iiberhaupt auftritt, denn verschiedene Beobachter)B’ &, 9
kamen selbst mit offenbar gleichartigem Probenmaterial
zu sich widersprechenden Ergebnissen.

Dabei hatten schon L. GenZel)l+ und E.F.M. van der Held)6

3

darauf hingewiesen, daR das T“-Gesetz nur eine N&herung
ist und daf das AusmafB der Strahlungsleitung neben an-
derem auch von der Dicke der untersuchten Probe ab-

hdangt.

Lsungen der Strahlungsfluf~Gleichung, die die Proben-

geometrie beriicksichtigen, sind nur in sehr speziellen



Féllen)é’ 10 analytisch darstellbar und so komplex,

daB sich praktisch interessierende F&dlle damit nur
schwer behandeln lassene. Die von A. Walther und Mit-
arbeitern)ll berechneten numerischen Losungen sind
wiederum sehr speziell auf die Strahlungsleitung in
Glasern zugeschnitten und fiir unsere Untersuchungen
nicht geeignet.

Wir haben daher in der Abteilung fiir elektronisches
Rechnen des CEN Fontenay-aux-Roses (M. Roche) das
Temperaturprofil iiber Proben verschiedener Dicke und
verschiedener optischer Eigenschaften bei gleich-
zeitiger Anwesenheit von Strahlungs- und Phononen-
leitung numerisch berechnen lassen, wobei die Rand-
bedingungen des Problems den bei unseren Diffusivit&ts-
messungen)12 herrschenden Bedingungen angepalt warene

Aus dem Temperaturverlauf wurde in einigen Fillen der
Warmefluf und schlieBlich eine "effektive Warmeleit-
fadhigkeit" berechnet. Die Ergebnisse werden im folgen-
den besprochen,



2. Die Temperaturgleichung

Der WarmefluB durch eine - in der y-z-Ebene unendlich
ausgedehnte - Platte der Dicke D setzt sich zusammen
aus dem Phononenfluf

W =~)pg—T- (1)

une einem Strahlungsanteils. Dieser kann mit den ver-
einfachenden Annahmen, dafl der Absorptionskoeffizient k
und der Brechungsindex n wellenlingenunabhingig sind
und beide, wie die Phononenleitf#higkeit Ap , nicht

mit der Temperatur variieren, in folgender Form ge-
schrieben werden)iO;
D

..2bh¢ST(){f =) ‘“**M.u@x)a@uuw)a (2)

Ix-x')

Hierbei ist ¢ die Konstante des Stephan-Boltzmannschen
Gesetzes und Ei(u) = _/ evv liv das Exponential-~
integrale. Es wird angenommen, daf die Probenoberfliichen
"schwarz" strahlen.

Einen Ausdruck fiir den Temperaturverlauf innerhalb der
Probe erhilt man, wenn (1) und (2) in die Bedingung
fiir die Quellenfreiheit im Probeninnern

div(ws+wp) =0 (3)

eingesetzt werden. Es ergibt sich eine Integro-

Differentialgleichung zweiter Ordnung:
D

[ (A 1‘-
thx) - -4 [ e Cria + 24T (.



3+~ Die Randbedingungen

Bei den von uns durchgefiihrten Hochtemperatur-Messun-
gen)12 wird eine Oberfliche (x=0) der im Vakuum be-
findlichen plattenférmigen Probe durch Elektronen-
bombardement geheizt. Die zugefiihrte Warme kann le-
diglich durch Strahlung abgegeben werden. Da das Ver-
hiltnis Probendurchmesser/Probendicke groB ist, wird
angenommen, daf der gesamte WirmefluB parallel zur
Probenachse (in +x-Richtung) verléiuft)13 und die Ab-
strahlung an den Probenridndern vernachldssigbar iste

Der Probe wird elektrisch bei x=0 die Energie ¢>(pro
Flicheneinheit) zugefiihrt. Der Betrag crf?O) wird
dort durch thermische Abstrahlung in den AuBenraum
abgegeben, der Rest fliefit ins Probeninnere. Es gilt
also

N% — =<T<>—<¥> : (5a)

Innerhalb der Probe stehen Strahlungs- und Phononen-
leitung in Wechselwirkung; der Strahlungsanteil ver-
gr8fRert sich mit wachsender Eindringtiefe auf Kosten
des Phononenanteils, doch so, daB gemaB Gl. (3) die
Summe der beiden Komponenten konstant bleibt. Bei
x=D, am kilhlen Probenende, wird der verbliebene Rest
der Phononenenergie lpgg‘kzb vollends in Strahlung
umgewandelt:

A 82 - T © (5D)

Der tats#chlich bel x=D aus der Probe tretende Energie-
strom ist natiirlich gréfer als (5b), da der Kérper
eine endliche optische Transparenz hat und auch Strahlung



aus tiefer liegenden Schichten in die Probenumgebung
gelangt.

Die Aufgliederung des Energieflusses im Probeninnern
in Strahlungs- und Phononenanteil wird anhand der
Abb. 1 deutliche.

Die im folgenden Abschnitt beschriebenen Ldsungen wur-
den mit den Randbedingungen (5) gewonnen. Sie gelten
also nicht unter Verhiltnissen, die durch (5) nicht
erfait werden, z.B. wenn eine oder beide der Rand-

temperaturen T(o) und T(D) vorgegeben sind.



L, Losungen

Die gesuchten L&sungen (4) mit den Randbedingungen (5)
sollen vor allem die Verhiltnisse in diinnen ein-

kristallinen UO2
Parameterwahl lagen daher bekannte oder geschitzte

~-Plittchen zu deuten gestatten. Der

Werte fiir Urandioxyd zugrunde. Fiir den Brechungs-~
index (n=2.33) und den optischen Absorptionskoeffizien-
ten (k=10; 50; 100 cm_l) werden mittlere Werte)’ an-
genommen. Das Produkt aus Plittchendicke (107% bis

1 cm) und k , die optische Dichte, liegt in den fiir
uns interessanten Fallen zwischen 10™% und 100. Mit
einem festen mittleren Wert fiir die Hochtemperatur-
Phononenleitfihigkeit von 2Ap = 0.02 W/cm °C erhilt
man Apk -Produkte von 0.2 bis 2 W/em® °C. Fir die spe-
zifische Heizleistung wurden Werte zwischen 50 und

400 W/cm2 angenommen. Die Ergebnisse zeigen, daB da-
mit der Temperaturbereich zwischen 1000°C und 2500°K

erfaft wurde.

Insgesamt wurde der Temperaturgang fiir 90 Parameter-
Kombinationen berechnet. In allen Fillen konvergierten
die LOsungen nach héchstens 10 Iterationen.

Eine Auswahl der L&sungskurven ist in Abb. 2 zusammen-
gestellt.

Wie 2u erwarten, wird die Temperaturdifferenz zwischen
den Probenflichen umso groBer, je dicker (bei festem k)
die Probe ist. Bei tiefen Temperaturen (niederer Heiz-
leistung) und geringer optischer Dichte ist der

)+ Brechungsindex und Absorptionskoeffizient sind wellen-
l&ngenabhingig; die angenommenen Werte fiir n und k

gelten fir Wellenlingen zwischen 1 und 2 )14y 3,

in dem Wellenlingenbereich also, bei dem um 2000°K das
Strahlungsmaximum liegt,



Temperaturverlauf etwa linear. Mit steigender Tempera-
tur macht sich, am ehesten im Falle niederer ka -Werte
(dehe mit festem k bei schlechter Phononenleitung)

eine Kriimmung der Temperaturkurven mit einem steileren
Abfall am heiflen Probenende bemerkbar. Das gleiche ge-
schieht bei fester Heizleistung, wenn die Probendicke
(oder die optische Dichte) groBer wird.

Aus dieser Kriimmung entwickelt sich bei noch hdheren
Temperaturen (oder noch dickeren Proben) ein Temperatur-
sprung an der heifien Probenoberfliche, und zwar wiederum
am stirksten im Falle kleiner Apk -Werteo Diesen Sprung
hat schon L. Genzel)h bei dhnlichen Rechnungen - aller-
dings an beiden Probenenden - gefunden und gedeutet.

Wihrend bei den mit Apk =2 errechneten Kurven die Tem-
peratur nach dem Sprung weitgehend linear abfillt,
macht sich in den Fillen mit )¢k = 0.2 etwa ab Proben-
mitte ein schnelleres Absinken zur kalten Probenober-
fliche bemerkbar.

Wegen dieser Nichtlinearitit des Temperaturganges ist
es in den meisten behandelten Fillen unméglich, fiir
das Probenmaterial eine einheitliche Warmeleitf&hig-
keit anzugeben. Sie variiert vielmehr von Ort zu Ort
innerhalb der Probe, und zwar nicht nur aufgrund ihrer
Temperaturabhingigkeit. Bei einer makroskopischen
Messung von X wird demnach das Ergebnis nicht nur

von Material und Temperatur, sondern auch von der
Mefmethode und der Probengeometrie abhdngen.
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5. Die effektive Wirmeleitfihigkeit

Eine "effektive WArmeleitfahigkeit" sei durch

Nerf = T;—¥-TB (6)
definiert, wobei W = WS + Wp den gesamten die Probe
durchstromenden WarmefluB und To’ TD die beiden Rand-
temperaturen bedeuten. Um eine Messung von .keff unter
Beachtung der Randbedingungen (5) durchzufiihren, miifte
man beispielsweise die (plidttchenfdrmige) Probe durch
BeschuB einer Stirnfliche mit Elektronen stationir
heizen und, wie bei den Diffusivitdtsmessungen, Sorge
tragen, daB Wirme nur abgestrahlt, nicht abgeleitet
wird. Die Temperaturen der Endflichen miifiten - pyro-
metrisch - gemessen und der WarmefluB durch die Probe
z.B. mit einem Gesamtstrahlungspyrometer am kalten
Probenende bestimmt werden,

Als "MeBtemperatur" wird der Mittelwert

T = 1o - Tp (7)

2

bezeichnet.

Diese Definitionen sind willkiirlich und k&nnen sicher
verfeinert werden. Unklar und untersuchenswert ist
weiter die Verknilipfung zwischen dem oben definierten
Nepp und der iber Diffusivitdtsmessungen bestimmten
Warmeleitfdhigkeit., Wir nehmen mit Vorbehalt und ,als
Niherung an, daB beide identisch sind,

7ur numerischen Berechnung von Xeff—Werten wurde mit

com vorliegenden Temperaturgang der gesamte WarmefluB
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nach (1) und (2) bestimmt und dieser durch die Tempera-
turdifferenz iiber die Probe dividiert. Die Ergebnisse
sind in den Abb, 3a, b, c als Funktion der Meftempera-
tur widergegeben, 2zusammen mit dem nach der einfachsten
Theorie)LF zu erwartenden TB—Verlauf.

In allen Fillen wurde wieder :kp = 0.02 W/em °C als
konstant vorausgesetzt. In Wirklichkeit iiberlagert
sich den Kurven der Abb. 3 also die mit steigender
Temperatur hyperbilisch abnehmende Phononenleitfdhig-
keit.

Man erkennt, daf in allen drei betrachteten Fillen

(k = 10, k = 50, und k = 100) der Strahlungsanteil bei
Proben bis zu 0.5 mm Dicke wenig ins Gewicht f&llt und
meist unterhalb der MefBgenauigkeit liegt. Je hoher die
optische Absorption, desto stirker macht sich offenbar
der Strahlungseffekt bemerkbar, und je dicker die Pro-
ben sind, desto friiher tritt er auf. Der klassische
TB-Anstieg ist dagegen von der Dicke unabhingig und
wird mit wachsendem Absorptionskoeffizienten immer un-
bedeutender.
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6. Vorlidufige Messergebnisse

Die Kurven der Abbs. 3 sollten angesichts der zahlreichen
vereinfachenden und willkiirlichen Annahmen bei ihrer
Ableitung nicht als quantitative Beschreibung der tat-
sdchlichen Verhidltnisse verstanden werden,

Immerhin scheint sich eine erste Serie von Messungen an
UOZ-Einkristallen recht gut in das beschriebene Modell

zu fligen.

Wir haben die Diffusivitit einer 0.88 mm dicken Probe
zwischen 1000 °C und 1700 °C gemessen, danach die Pliatt-
chendicke durch Lippen auf 0.62 mm reduziert und die
Messungen zwischen 1050 °C und 1850 °C wiederholt.

Die den gemessenen Diffusivitdten entsprechenden Leit-
f8higkeitswerte sind in Abb. 4a fiir beide MeBreihen
als Funktion der Temperatur dargestellt. Einen #hn-
lichen Verlauf erh#lt man durch Uberlagerung der mit
1/T abfallenden Phononenleitfihigkeit von UO, (Abbekb)
mit der Strahlungsleitung (Abb. 4c) die nach Abbe 3b
fir k = 50 cm_l bei den verschiedenen Probenstirken
auftritt.

Weitere Messungen dieser Art sind in Vorbereitung.
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