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1. Einleitung 

Die Wärmeleitfähigkeit von Nichtleitern nimmt im all­

gemeinen bei steigender Temperatur mit l/T ab. Dieses 

Verhalten wird durch die existierenden Theorien) be­

friedigend erklärt. Bei einigen Isolatoren und Halb­

leitern, vereinzelt auch beim U0?) ' , beobachtete 

man jedoch ab etwa 1000 Κ einen deutlichen Wiederan­

stieg der Wärmeleitfähigkeit. 

L. Genzel)
4
, B.S.Kellet)

5
 und E.F.M. van der Held)

6 

haben dieses Phänomen mit der Absorption und Reemission 

von thermischer Strahlung bei Anwesenheit eines Tempe­

raturgefälles im Medium erklärt. In der einfachsten 

Behandlung des Problems ergibt sich) , daß der sich 

der Phononenleitung überlagernde Strahlungsfluß mit 
3 

steigender Temperatur wie Τ zunehmen muß. 

η 
Es wurde vielfach versucht) , beobachtete Abweichungen 

von diesem Τ ­Verhalten zu deuten und möglicherweise 

durch Annahme weiterer Leitungsmechanismen zu erklären. 

Im Falle des recht gründlich untersuchten U0? besteht 

noch heute Uneinigkeit darüber, ob der Strahlungseffekt 

überhaupt auftritt, denn verschiedene Beobachter) '
 J' 

kamen selbst mit offenbar gleichartigem Probenmaterial 

zu sich widersprechenden Ergebnissen. 

Dabei hatten schon L. Genzel) und E.F.M. van der Held) 

darauf hingewiesen, daß das Τ ­Gesetz nur eine Näherung 

ist und daß das Ausmaß der Strahlungsleitung neben an­

derem auch von der Dicke der untersuchten Probe ab­

hängt. 

Lösungen der Strahlungsfluß­Gleichung, die die Proben­

geometrie berücksichtigen, sind nur in sehr 'speziellen 



Fällen) ' analytisch darstellbar und so komplex, 
daß sich praktisch interessierende Fälle damit nur 
schwer behandeln lassen. Die von A. Walther und Mit­
arbeitern) berechneten numerischen Lösungen sind 
wiederum sehr speziell auf die Strahlungsleitung in 
Gläsern zugeschnitten und für unsere Untersuchungen 
nicht geeignet. 

Wir haben daher in der Abteilung für elektronisches 
Rechnen des CEN Fontenay-aux-Roses (M· Roche) das 
Temperaturprofil über Proben verschiedener Dicke und 
verschiedener optischer Eigenschaften bei gleich­
zeitiger Anwesenheit von Strahlungs- und Phononen-
leitung numerisch berechnen lassen, wobei die Rand­
bedingungen des Problems den bei unseren Diffusivitäts-

12 messungen) herrschenden Bedingungen angepaßt waren. 

Aus dem Temperaturverlauf wurde in einigen Fällen der 
Wärmefluß und schließlich eine "effektive Wärmeleit­
fähigkeit" berechnet. Die Ergebnisse werden im folgen­
den besprochen. 



2. Die Temperaturgleichung 

Der Wärmefluß durch eine ­ in der y­z­Ebene unendlich 

ausgedehnte ­ Platte der Dicke D setzt sich zusammen 

aus dem Phononenfluß 

\ - - \ g (D 

une einem Strahlungsanteil. Dieser kann mit den ver­

einfachenden Annahmen, daß der Absorptionskoeffizient k. 

und der Brechungsindex n wellenlängenunabhängig sind 

und beide, wie die Phononenleitfähigkeit "λρ , nicht 

mit der Temperatur variieren, in folgender Form ge­

schrieben werden) : 

W
s 
­ aknVJTV){^, e

 wU
­
tf
U kiW^­Uk­vM)^ (2) 

Hierbei ist <r die Konstante des Stephan­Boltzmannschen 

Gesetzes und Ei(u)
 β
 ; e ν" dv das Exponential­

­ co 

integral. Es wird angenommen, daß die Probenoberflächen 

"schwarz" strahlen. 

Einen Ausdruck für den Temperaturverlauf innerhalb der 

Probe erhält man, wenn (1) und (2) in die Bedingung 

für die Quellenfreiheit im Probeninnern 

div(W +W ) = 0 (3) 

s ρ 

eingesetzt werden. Es ergibt sich eine Integro­

Differentialgleichung zweiter Ordnung: 

T
4
(x) ­ - \ JTW,'(­M>.­>CM)A^ ­ 4 ­ ^ ^ (4)O 



Die Randbedingungen 

Bei den von uns durchgeführten Hochtemperatur­Messun­

gen) wird eine Oberfläche (x=0) der im Vakuum be­

findlichen plattenförmigen Probe durch Elektronen­

bombardement geheizt. Die zugeführte Wärme kann le­

diglich durch Strahlung abgegeben werden. Da das Ver­

hältnis Probendurchmesser/Probendicke groß ist, wird 

angenommen, daß der gesamte Wärmefluß parallel zur 

Probenachse (in +x­Richtung) verläuft) und die Ab­

strahlung an den Probenrändern vernachlässigbar isto 

Der Probe wird elektrisch bei x»0 die Energie φ (pro 

Flächeneinheit) zugeführt. Der Betrag σ­Τ(ο) wird 

dort durch thermische Abstrahlung in den Außenraum 

abgegeben, der Rest fließt ins Probeninnere. Es gilt 

also 

Λ dT 
1 Vc=o 

= <xT(o) ­ <|> (5a) 

Innerhalb der Probe stehen Strahlungs­ und Phononen­

leitung in Wechselwirkung; der Strahlungsanteil ver­

größert sich mit wachsender Eindringtiefe auf Kosten 

des Phononenanteils, doch so, daß gemäß Glo (3) die 

Summe der beiden Komponenten konstant bleibt· Bei 

x=D, am kühlen Probenende, wird der verbliebene Rest 

der Phononenenergie 'λι̂­r­ | vollends in Strahlung 

umgewandelt: 

Der tatsächlich bei x=D aus der Probe tretende Energie­

strom ist natürlich größer als (5b), da der Körper 

eine endliche optische Transparenz hat und auch Strahlung 
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aus tiefer liegenden Schichten in die Probenumgebung 
gelangt. 

Die Aufgliederung des Energieflusses im Probeninnern 
in Strahlungs- und Phononenanteil wird anhand der 
Abb. 1 deutlich. 

Die im folgenden Abschnitt beschriebenen Lösungen wur­
den mit den Randbedingungen (5) gewonnen. Sie gelten 
also nicht unter Verhältnissen, die durch (5) nicht 
erfaßt werden, z.B. wenn eine oder beide der Rand­
temperaturen T(o) und T(D) vorgegeben sind. 
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f̂. Lösungen 

Die gesuchten Lösungen (4) mit den Randbedingungen (5) 

sollen vor allem die Verhältnisse in dünnen ein­

kristallinen UOp­Plättchen zu deuten gestatten. Der 

Parameterwahl lagen daher bekannte oder geschätzte 

Werte für Urandioxyd zugrundeo Für den Brechungs­

index (n=2.33) und den optischen Absorptionskoeffizien­

ten (k=10; 50; 100 cm~ ) werden mittlere Werte) an­

genommen. Das Produkt aus Plättchendicke (10 bis 

1 cm) und k, , die optische Dichte, liegt in den für 

uns interessanten Fällen zwischen 10" und 100« Mit 

einem festen mittleren Wert für die Hochtemperatur­

Phononenleitfähigkeit von λρ «= 0.02 W/cm °C erhält 

man \ψk­Produkte von 0o2 bis 2 W/cm °C0 Für die spe­

zifische Heizleistung wurden Werte zwischen 50 und 

400 W/cm angenommen. Die Ergebnisse zeigen, daß da­

mit der Temperaturbereich zwischen 1000 C und 2500 K 

erfaßt wurdeo 

Insgesamt wurde der Temperaturgang für 90 Parameter­

Kombinationen berechnet. In allen Fällen konvergierten 

die Lösungen nach höchstens 10 Iterationen. 

Eine Auswahl der Lösungskurven ist in Abb. 2 zusammen­

gestellt. 

Wie zu erwarten, wird die Temperaturdifferenz zwischen 

den Probenflächen umso größer, je dicker (bei festem k) 

die Probe isto Bei tiefen Temperaturen (niederer Heiz­

leistung) und geringer optischer Dichte ist der 

) Brechungsindex und Absorptionskoeffizient sind wellen­
längenabhingig; die angenommenen Werte für η und k 
gelten für Wellenlängen zwischen 1 und 2 ^ )14o 3, 
in dem Wellenlängenbereich also, bei dem um 2000°K das 
Strahlungsmaximum liegte 



Temperaturverlauf etwa linear. Mit steigender Tempera­
tur macht sich, am ehesten im Falle niederer \^k. -Werte 
(d.h. mit festem k bei schlechter Phononenleitung) 
eine Krümmung der Temperaturkurven mit einem steileren 
Abfall am heißen Probenende bemerkbare Das gleiche ge­
schieht bei fester Heizleistung, wenn die Probendicke 
(oder die optische Dichte) größer wird. 

Aus dieser Krümmung entwickelt sich bei noch höheren 
Temperaturen (oder noch dickeren Proben) ein Temperatur­
sprung an der heißen Probenoberfläche, und zwar wiederum 
am stärksten im Falle kleiner "Xpk. -Werteo Diesen Sprung 
hat schon L. Genzel) bei ähnlichen Rechnungen - aller­
dings an beiden Probenenden - gefunden und gedeutet. 

Während bei den mit "Apk =2 errechneten Kurven die Tem­
peratur nach dem Sprung weitgehend linear abfällt, 
macht sich in den Fällen mit Xpk. = 0.2 etwa ab Proben­
mitte ein schnelleres Absinken zur kalten Probenober­
fläche bemerkbar. 

Wegen dieser Nichtlinearität des Temperaturganges ist 
es in den meisten behandelten Fällen unmöglich, für 
das Probenmaterial eine einheitliche Wärmeleitfähig­
keit anzugeben. Sie variiert vielmehr von Ort zu Ort 
innerhalb der Probe, und zwar nicht nur aufgrund ihrer 
Temperaturabhängigkeito Bei einer makroskopischen 
Messung von X wird demnach das Ergebnis nicht nur 
von Material und Temperatur, sondern auch von der 
Meßmethode und der Probengeometrie abhängen. 
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5 . Die e f f ek t ive " , 'ärmelei t fähigkei t 

Eine "effektive Wärmeleitfähigkeit" sei durch 

\ _ W / ¿ \ 
A e f f " To ­ TD

 K ' 

definiert, wobei W = W + W den gesamten die Probe 

durchströmenden Wärmefluß und Τ , T^ die beiden Rand­

temperaturen bedeuten. Um eine Messung von ^eff unter 

Beachtung der Randbedingungen (5) durchzuführen, müßte 

man beispielsweise die (plättchenförmige) Probe durch 

Beschuß einer Stirnfläche mit Elektronen stationär 

heizen und, wie bei den Diffusivitätsmessungen, Sorge 

tragen, daß Wärme nur abgestrahlt, nicht abgeleitet 

wird. Die Temperaturen der Endflächen müßten ­ pyro­

metrisch ­ gemessen und der Wärmefluß durch die Probe 

z.B. mit einem Gesamtstrahlungspyrometer am kalten 

Probenende bestimmt werden0 

Als "Meßtemperatur" wird der Mittelwert 

TM= lodili (7) 

bezeichnet. 

Diese Definitionen sind willkürlich und können sicher 

verfeinert werden. Unklar und untersuchenswert ist 

weiter die Verknüpfung zwischen dem oben definierten 

χ ~~ und der über Diffusivitätsmessungen bestimmten 

Wärmeleitfähigkeit o Wir nehmen mit Vorbehalt und^ls 

Näherung an, daß beide identisch sindo 

Zur numerischen Berechnung von Λ ¿.̂ ­Werten wurde mit 
D
 eil 

p^m vorliegenden Temperaturgang der gesamte Wärmefluß 
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nach (1) und (2) bestimmt und dieser durch die Tempera­

turdifferenz über die Probe dividiert. Die Ergebnisse 

sind in den Abbo 3a, b, c als Funktion der Meßtempera­

tur widergegeben, zusammen mit dem nach der einfachsten 

\4 3 

Theorie) zu erwartenden Τ ­Verlauf. 

In allen Fällen wurde wieder "Xp = 0.02 W/cm °C als 

konstant vorausgesetzt. In Wirklichkeit überlagert 

sich den Kurven der Abb. 3 also die mit steigender 

Temperatur hyperbilisch abnehmende Phononenleitfähig­

keit. 

Man erkennt, daß in allen drei betrachteten Fällen 

(k = 10, k = 50, und k = 100) der Strahlungsanteil bei 

Proben bis zu 0.5 mm Dicke wenig ins Gewicht fällt und 

meist unterhalb der Meßgenauigkeit liegt. Je höher die 

optische Absorption, desto stärker macht sich offenbar 

der Strahlungseffekt bemerkbar, und je dicker die Pro­

ben sind, desto früher tritt er auf. Der klassische 

Τ ­Anstieg ist dagegen von der Dicke unabhängig und 

wird mit wachsendem Absorptionskoeffizienten immer un­

bedeutender. 
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6. Vorläufige Meßsergebnisse 

Die Kurven der Abbo 3 sollten angesichts der zahlreichen 
vereinfachenden und willkürlichen Annahmen bei ihrer 
Ableitung nicht als quantitative Beschreibung der tat­
sächlichen Verhältnisse verstanden werden0 

Immerhin scheint sich eine erste Serie von Messungen an 
UOp-Einkristallen recht gut in das beschriebene Modell 
zu fügen. 

Wir haben die Diffusivität einer 0.88 mm dicken Probe 
zwischen 1000 °C und 1700 °C gemessen, danach die Plätt­
chendicke durch Läppen auf 0.62 mm reduziert und die 
Messungen zwischen 1050 °C und I85O °C wiederholt. 

Die den gemessenen Diffusivitäten entsprechenden Leit­
fähigkeitswerte sind in Abb. 4a für beide Meßreihen 
als Funktion der Temperatur dargestellt. Einen ähn­
lichen Verlauf erhält man durch Überlagerung der mit 
l/T abfallenden Phononenleitfähigkeit von U0p (Abb.4b) 
mit der Strahlungsleitung (Abbo 4c) die nach Abb. 3b 
für k = 50 cm bei den verschiedenen Probenstärken 
auftritt. 

Weitere Messungen dieser Art sind in Vorbereitung. 
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Abb. 1 

Aufgliederung des resultierenden Wärmeflusses (
w
rea) durch 

eine dünne Platte in Gitteranteil (Wpn) und Strahlungs­

komponent'e (W s t). Probendicke 0.5 mm, φ ^ 400 W/cm , 

Xh. = 2 W/cm
2
 °C, kD = 5 und η = 2»33 » 
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Abb. 2a 

Temperaturverteilung in piattoniormigen I roben ver­
schiedener optischer Dichte und mit verschiedenen 
Xk ­werten bΡi unterschiedlichen Temperaturen. 
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Abb. 2b 

Temperaturverteilung in plattenförmigen Proben verschie­
dener optischer Dichte und mit verschiedenen X k ­Werten 
bei unterschiedlichen Temperaturen. 
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Abia. 3a 

E f f e k t i v e W ä r m e l e i t f ä h i g k e i t von Proben versch i ede ­
ner Dicke a l s Punktion der iuess temperatur mit Λρ = cons t . 

L* = ^ρ + 1 6 6 n
2

ï V 3 k i s t der k l a s s i s c h e ¿ trahlungs­
term nach L. i ienze l . 
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Abb. 3c 

E f f e k t i v e W ä r m e l e i t f ä h i g k e i t von Iroben v e r s c h i e d e ­
n e r Dicke a l s Punkt ion der luesstemperabur mit λρ= c o n s t . 
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Abb. 4a 

Die an zwei U ü ^ ­ t r o b e n v e r s c h i e d e n e r 'Dicke gemessene 
W ä r m e l e i t f ä h i g R e i b und ( g e s t r i c h e l t ) d e r du rch Kombi­
n a t i o n von ± honoriert­ und o t r a h i u n g s a n t e i l e n t s p r e c h e n d 
Abb. Jb ζ u e rv; a r t e η d e Ve r 1 a u f . 
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Abb. 4b 

I h o n o n e n l e i t f ä h i g k e i t von U0o 

à-w' 

2 — 

Λη­ cons f. 
Λ, dick 
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Abb. 4c 

1600 2000 m 
E f f e k t i v e W ä r m e l e i t f ä h i g k e i t von zwei UOp­Plät tchen ver­
s c h i e d e n e r Dicke ( 0 . 8 und 0»6 mm) mit k = 50 cm~l und 
Ap= const» 
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i Erkenntnisse verbreiten ist soviel wie Wohlstand verbreiten — ich 

| meine den allgemeinen Wohlstand, nicht den individuellen 

i Reichtum — denn mit dem Wohlstand verschwindet mehr und 
; mehr das Böse, das uns aus dunkler Zeit vererbt ist. 
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