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PRAKTISCHE STATISTIK UND SUBJEKTIVISMUS

1« Einleitung

In letzter Zeit‘sind eine Reihe von Vefaffentlichungen er-
schienen, in denen eine Theorie der Statistik auf der Basis einer
nichtobjéktivistischen und vornehmlich subjektivistischen Wahr-
scheinlichkeitstheorie versucht wird (RAIFFA u., SCHLAIFER 1961,
RICHTER 1954 a,b, SAVAGE 1954, SCHLAIFER 1959, 1961). Sie werden
gestiitzt durch Arbeiten von CARNAP (1950), sowie CARNAP und STEG-
MULLER (1959) iiber induktive Logik, in denen eine solche gufgrund
einer objektivistischen Wahrscheinlichkeitstheorie fiir unmdglich
gehalten wirde. Der praktische Statistiker hat sich angesichts die-
ser Fakten die Frage vorzulegen, inwiefern seine Arbeit dadurch
beeinflusst wird. Wie in dieser Arbeit gemelgt werden soll, lautet
die Antwort dahingehend, dass keine Beeintridchtigung der bisheril=
gen Methoden vorliegt, dass sogar gewisse Verhaltenswelsen, die inm
Widerspruch zu den Forderungen der objektivistischen NEYMAN-PEARSON-
schen Theorie stehen, zwanglos erkldrt werden kdnnen.

Es wird zundchst ein kurzer Abriss der Grundlagen der subjek-
tivistischen und dualistischen Theorie gegeben, dann werden P=VWert
und Konfidenzschluss im Sinne diesexr Theorie gedeutet.

Einige verwendete Bezeichungsweisen seien erkldrt. Vektoren
AU sind Spaltenvektoren, Afl' bezeichnet den Zeilenvektor mit den
gleichen Komponenten. Mengen S mit Elementen s werden durch Sn{sﬁPs}
erkldrt, wobei Ps eine Eigenschaft von s bezeichnet, d.h. S ist die
Menge der Elemente s, die die Eigenschaft P haben. s €5 bedeutet,
dass & in S enthalten ist. S ist das Komplement von S, d.sh. die
Menge der Elemente, die nicht in S enthalten sind. S=g ist die soge
leere Menge, d.h. die Menge, die iiberhaupt kein Element enthilt.
Fir zwei Mengen S und T bezeichnet SUT die Vereinigung, dehe die
Menge der Elemente, die in S oder T oder beiden enthalten sind. Fiir
eine Klasse von Mengen %B s abhiéngig von einem Index T, ist lJSt
die Vereinigung aller §_ .+ Der Durchschnitt von § und T, SNT (oder
auch ST) ist definiert ails die Menge der Elemente, die sowohl in S
els auch in T liegen. Ist SNT=P, so heissen S und T zueinander

fremd oder disjunkto ()&t wird analog zu \JSt definiert.



Ist 8' eine Teilmenge von S, so schreibt man S'C S ("S' enthalten
in 8'"), im Grenzfalle 8'=s, d;h}, wenn S' nur ein Element enthdlt,

s€S. Eine gute Einfiihrung in die Mengenlehre, sowie in die Vekto-
ren und Matrizenalgebra findet sich bei CRAMER (1946).

2. Die subjektivistische und dualistische Theorie

POISSON schreibt 1836 in seinen '"Recherches sur la probabi=-
1lité des jugements en matiére civile et criminelle':

"La probabilité d'un événement est la raison que nous avons
de croire qu'il aura ou qu'il a eu lieudsss
La probabilité dépendant des connaissances que nous avons sur un
événement, elle peut étre inégale pour un méme événement et pour
diverses personnes...

Dans le langage ordinaire les mots chance et probabilité sont a peu
prés synonymes. Le plus souvent nous emploierons indifféremment

1'un et l'autre; mals lorsqu'il sera nécessaire de mettre une diffé-
rence entre leurs acceptions, on rapportera, dans cet ouvrage, le
mot chance aux événements en eux-mémes et indépendamment de la con-
naissance que nous en avons, et l'on conservera au mot probabilité
sa définition précédente. Ainsi, un événement aura, par sa nature,
une chance plus ou moins grande, connue ou inconnue; et sa probahi-
lité sera relative a nos connaissances, en ce que le concerne'.

Hier tritt eine dualistische Auffassung zu Tage, die zwel
Arten von Wahrscheinlichkeiten unterscheidet, ndmlich die prohabili-
té, die von Beobachter zu Beoﬁachter varileren kann, also subjektiv
ist, und die chance, die eine in der Natur feststehende physikali-
sche Grosse ist. Diese beiden Wahrscheinlichkeiten seien hier mit
1-Wahrscheinlichkeit bzw. 2-Wahrscheinlichkeit K bezeichnet. Eine ma-
thematischen Anspriichen geniigende dualistische Theorie ist die RICH-
TERB (1954 a,b), auf die hier zunichst eingegangen werden soll.

Es sel eine 2-Wahrscheinlichkeitsdichte f(x,1) einer aleato-
rischen Grosse x, abhingig von einem Parameter ﬁ*, gegeben, x€X,
Y€ 0; x und V¥ kdnnen mehrdimensional sein. Auf © sei eine sub jek=-
tive Funktion g(lﬁ) 24§ definiert, die Glaubwiirdigkeitsdichte, mit
der Mengenfunktion

c(e) u/gcm i <.
e



Die Moglichkeit G(8)=co schliesst die Normierbarkeit im mllgemeinen

aus.

1( P, x) = £(x,)

heisst als Funktion von 2} bei festem x Likelihocd von 1} « Wird
ein x beobachtet, so geht g( ) in ein g*(1}) tiber vermsge

2.1 g (D) o 1(h,x) g(),

(RICHTER 1954 a,b). Man geht in der Theorie davon aus, dass das
wahre 1* nicht bekannt ist. Daher kann auch die 2-Wahrscheinlich~

kedit
' -}
P ,(X ) /X' f(x,1%) ax

des Ereignisses x €X' nicht berechnet werden. Der Mensch nimmt nach
RICHTER als Ersatz hierfilr die 1-Wahrscheinlichkeit

2.2 x (X' | @) = / INCONICOVLIOP
o

Das ist der Erwartungswert von pQ%(X') beziiglich g(ﬂﬂ). Die 1~Wahr-
scheinliohkeit flir die Hypothese, das wahre 1 sei in ©' enthalten,

ist nach RICHTER unter gewlssen Voraussetzungen

x(e'| g) = /3. g(») a1 /a(e)

263 _
= G(8') /G(e).

Gleiches glilt natiirlich auch fiir g*. (2.3) ist formal mit dem BAYES-
schen Theorem identisch, RICHTER besteht jedoch auf dem inhaltlichen
Unterschied, der dadurch gegeben ist, dass subjektive und objektive

Grossen darin nebeneinander vorkommen. In der Tat enthdlt
2.4 (@' 1 g = / 1(H,%) g(™) wn// 1(1,x) g(¥) b
6! (]

sowohl die subjektive Dichte g(1h) als auch die von einer 2-Wahr-
scheinlichkeitsdichte abgeleitete Likelihood 1(1h,x).

2.5 h(WB) = g(¥h) / G(e)

heisst 1-Wahrscheinlichkeitsdichte. Analog ldsst sich n* definieren.



In einer reinen 1-Wahrscheinlichkeitstheorie kann man auch
davon ausgehen, dass g(1) und g*(mﬂ) dem Beobachter bekannt sind
und die Likelihood bei g(2h) >0 bis auf einen konstanten Faktor

aus (2.1) folgt. Sonst dndert sich im wesentlichen nichts.

3. Der Konfidenzschluss

Der Konfidenzschluss wurde 1928 von NEYMAN angegeben, um
von einem Versuchsergebnis x auf den Parameter 7 schliessen zu

kdnnen. Dies geschieht wie folgt: Man definiert fiir jedes 1} einen

Annahmebereich AI% mit den Eigenschaften
302 UA,&:: X.

(3.2) besagt, dass die Vereinigung aller Annahmebereiche die Defi~
nitionsmenge X von x sein soll; dies stellt sicher, dass jedes x
wenigstens in einem A1% enthalten ist. 7 heisst Konfidenzkoeffi~
zient,<x=1-’x Irrtums-~2-Wahrscheinlichkeit. Wird in einem Experi-

ment ein Ergebnis x erhalten, so ist der Konfidenzbereich definiert

durch

K_= {n?w: xeA,l}.} .

de.h. der Menge der 1%, die die Eigenschaft haben, dass x in dem
fiir die definierten Annahmebereich liegt. Es ist leicht einzusehen,
.dass, sofern das Konfidenzverfahren vorgegeben, dsh. die Klasse der
Aqﬁ vor Erhalt von x festgelegt ist, das wahre A} mit der 2-Wahr-
scheinlichkeit 'X in Kx enthalten ist. Wenn man also die Konfidenz-
behauptung '"Das wahre A% liegt in Kx" aufstellt, so ist diese mit
2-Wahrscheinlichkeit fxqrichtig, bzw. man irrt sich dabeil mit 2-
Wahrscheinlichkeit &K « Wesentlich dabeil ist, wie gesagt, dass.das
Konfidenzverfahren vorgegeben ist, d.h., nicht in Abh#ngigkeit vom
Ergebnis x festgesetzt wird,

Flir die weiteren Erdrterungen ist es zweckmissig, sich des
Beispiels der n~dimensionalen Norﬁalverteilung zu bedienen. Fiir x
sel dann v fiilr +h 4% geschrieben. Ist & aie (nichtsingulire)

Kovarianzmatrix, so ist die 2-Wahrscheinlichkeitsdichte
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1 o) L o)
3.3 £ s L) = e © (4 (4

&
Nl

(210

mit der Determinante \Kylvon & . Daraus ergibt sich als Likelihood
von A i

3ol 1(m;/5,a(3) = f(m;;(f,oC’).
Annahmebereiche konnen 3erm6ge

305 a={%: (- L7 (xg—m)<xi' }

definiert werden mit dem Vert 'Xi v der X?-Verteilung fir n Frei=-
]

heitsgrade, fiir den

2 2
3o6 P(X < Xn’,x) = Y
ist. Dann iat nach Erhalt von 4
3.7 K,C={m: (m-/g)'aC"'" ‘(m_/g)<xi’7}.

Dies ist nicht die einzige Mdglichkeit, n-~dimensionale Konfidenzbe~
reiche zu definjeren ~ beziiglich der sog. simultanen Konfidenzinter-~
~valle vgl. z.B. IHM (1955,1957), KEULS (1952,1962), SCHEFFE (1953),
TUKEY (1949);‘doch geniigt die Klasse (3.7) fiir die Zwecke der Dar-
stellung.

*
Marginale Konfidenzbereiche Kzg lassen sich wie folgt festle=-

gen: Es sel fir rg&n

3.8 W =



eine rxn-Matrix mit linear unabhéngigen Zeilen. Dann sind die Ab-

7

bildungen der 4# auf die von den Awi aufgespannte r-dimensionale
Hyperebene H* durch

2,10 Mo %;,M

gegeben. Ist weiter

3,11 4 = vz;,w
und

]
3,12 £ = 6‘61,06V w_,

s0 ist der marginale Konfidenzbereich die Abbildung von KZ auf Hr,

nédmlich

»* LI | 2
.1 K “: (M=4n) £ (M~4p) < .
313 ‘gn:{ 4 . /ﬁ Xn’?
HZtte man es von vornherein mit den r linearen Funktionen‘u»von,h%

zu tun gehebt, so widre der Konfidenzbereich fiir 4¢

3.1% K‘?:{M: (M-‘A?)' £~ (""‘”9) < Xi’?.}

gewesen mit

5.15 Xi,af < Xi,'(

bsi r<n. (3.14) gibt fiir # also ‘eine glinstigere Losung als (3.13).
Da (3.13) fir alle Matrizen Q%r mit den geforderten Eigenschaften
gilt, kann man aus (3.7) Aussagen (3.13) iiber beliebige AZ1,/#é,...
cbleiten. Sie sind in ihrer Gesamtheit richtig mit 2-Wahrscheinlich-~
keit ]ﬁ )-]“. Ist speziell r=1, s0 erhdlt man die simultanen Konfi-
denzintervalle SCHEFFEs (1953).

. Hat man ein p-dimersionales 4 = (x1,x2,...xp) beobachtet, so
kann fiir die Komponenten von 44, m1,m2,...mp, Jjeweils Kxi mit n=1
nach (3.7) angegeben werden. Dann ist der Erwartungswert einer

richtigen Aussage gleich T .
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Eine =weilte Moglichkeit ist die Formulierung einer gemeinsamen
Aussage tliber ## , d.h. nach (3.7) iliber die Gesamtheit der m, mit
n=p; dann ist der Konfidenzkoeffizient fiir diese pauschale Aussa-
ge gleic? 7‘. Betracntet man die Irrtums-2-Wahrscheinlichkeit, so
ist mit den Worten von TUKEY (1949) im ersten Falle der Fehler
'experimentwise' gleich K, im zweiten Falle der 'overall error'.
Macht man in dieser zweiten Falle nur eine Aussage iiber # , so
ist bei r<n der 'overall error' o < & , man hat also Sicherheit
gewonnen. Da man aber genau & verlangt hat, widre es besser gewe-
sen, von vornherein mit (3.13) zu arbeiten. Das geht aber dann
nicht, wenn man vor dem Experiment ’M; noch nicht gekannt hag-und aloo
erst nach Betrachtung des Resultates ¥ diejenigen linearen Funk-
tionen auswahlt, fiir die man sich a posteriori interessiert. Die
Entscheidungsfreiheit, die man bei Verwendung von (3.7) fiir n=p
bewahrt, bewirkt auf der anderen Seite einen uagiinstigeren, d.h.
grosseren Konfidenzbereich, ndmlich (3.13). In der Praxis wird
die Forderung nach a-priori-Festsetzung des Konfidenzverfahrens
aber nicht eingehalten: man entscheidet sich nach dem Experiment
fiir das interessierende 4 und verwendet (3.14) mit r=p. Diese a-
posteriori-Festsetzung des Konfidenzverfahrens durchldchert na-
tiirlich das Konzept der Irrtums-2-Wahrscheinlichkeit,

RICHTER (1954 b) macht auf folgende Eigenschaften der Konfi-
denzverfahren aufmerksam:

1. 8ie beriicksichtigen das Vorwissen, wie es sich in g (Ab-
schn.2) aus driickt, nicht;

2. die Angabe eines Konfidenzbereiches stellt einen Abschluss
dar.
Die zweilte Eigenschaft'wirkt sich besonders ungiinstig aus, denn sie
hat zur Folge, dass das durch einen Konfidenzschluss erhaltene Wis-
sen nicht in einem zweiten verwendet werden kann, ohne dass weitere
Komponenten hinzu genommen werden als das Konzept der Irrtums-2-
Wahrscheinlichkeit. Zwar kann man Sequentialverfahren angebén, aber
diese enden mit 2~-Wahrscheinlichkeit Eins nach endlich vielen
Schritﬁen, und man ist anschliessend in der gleichen Situatuion wie
beim gewdhnlichen Konfidenzschluss. Diese Schwierigkeit umgeht man
nur, wenn man ¢ geniigend hoch dimensioniert, z.B. derart, dass es
die Paramcter eines ganzen in sich geschlossenen Wissensgebietes
unfasst, aber mit n wachst auch Xi’ y» 50 dass marginale Konfidenz~

aussagen schliesslich trivial werdsn.



L, Die subjektivistische Interpretation

Diese soll wieder am Beispiel der Normalverteilung erfol-
gen. Wegen (2.1) kann, im Gegensatz zum Konfidenzschluss, die Kennt-
nis iiber M, dic Menge der zugelassenen 44, beliebig verbessert

werden. Hat manyZ beobachtet, so ergibt sich nach (2.1)
g7 () o Lues g d) glae),

bzw. nach (2.5)
heq n(w) = LA AL, /G*(,m).

Interessiert man sich nur fiir Aﬁé;?f, so hat man es mit der margina-

len Wahrscheinlichkeitsdichte
- - . - Bt
k.2 B¥(4) = Ln s gy F) E(ae) / G ()

zu tun, ganz unabhdngig davon, ob zuerst 4/ oder gleich A@ beobach-
tet wurde. Diese Unabhingigkeit der Entscheidung existiert beim Kon=-
fidenzschluss nicht, bei dem man im Voraus festsetzen muss, ob man

K% (3¢13) oder K,,” (3.14) nehmen will.

Die Konfidenzbereiche haben beziiglich h* eine besondere

Eigenschaft, zu deren Erkldrung folgende Definition ndtig ist:

Sel eine Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) gegeben. Ein Bereich
A mit der Eigenschaft

jr f(x) dx = Y

A
heisst a’-Quantil beziiglich £(x).
Es gilt:
Ist g(#) = gy(u) = 1 fir alle #mef und g" () = gg(,ab) =

10ty 4 o &) = by (M), so ist Ky ein -Quantil beziiglich ho (),
d.h. die 1-Wahrscheinlichkeit von K‘CC M ist

L,3 X(K% ] gg) = T N
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Beweis: Wegen der Definition der A, gilt

,X’(K,ﬂ | g‘o) = 4' 1(/“41/,10‘) A = ‘/A:Mf(/f;ﬂ,ocl> d,iyz ?‘,
(4

woraus die Behauptung folgt. Daraus ergibt sich, dass K/ﬂ y-Quantil
der marginalen fikelihoodfunktion 1(»»;/9,/) ist. Quantile sind
MaBe fir Lokation und Dispersion. Es ldsst sich also im vorliegenden
Falle sagen, dass die Konfidenzbereiche jedenfalls die Likelihcod-
funktion beschreiben. Ndhme man an, der Mensch schldsse auf # nicht
mitt;els des Konfidenzschlusses, sondern unter Verwendung von n* (4.2),
so liesse sich, falls g(a) = 1 fiir alle b e/ ist, das Verhalten
der a-posteriori-Festsetzung des Konfidenzverfahrens so erkliren,
dass man flir die marginale 1-Wahrscheinlichkeitsdichte R* (k.3) ein
Y ~-Quantil angeben m'dc}%te.

Wenn auf diese Eigenschaft der Xonfidenzbereiche hinge-
wiesen wird, so darf keineswegs der Eindruck entstehen, man wolle be-
haupten, die a-priori-Dichte miisse auf Jf{ konstant sein (BAYESsches
Postulat). g(44) ist, je nach den Umstdnden, verschieden. Es ist aber
unter gewissen Voraussetzungen mdglich, mit der Annahme seiner Kon- )
stanz praktisch zu arbeiten. Dazu sei angenommen, 42 habe die Dichte
f(,g;,u(,,g[u/ N), was z.B. dann der Fall ist, wenn 4 ein Mittelwert
aus N Werten _;i ist mit Dichten f(?i;m,oé’). Es geltet

L4 Ogglu) =C ,

| gt A ey - gla))

4,5
|Asme| gln)

filr alle A€l Dann gilt fiir beliebig vorgegebenes ®>0 fir

B:{/m,:\/m,-,(e‘ég} :
¢ (B) = /ﬁ o) ducéCé 1(4«;45.{/N)dw= Cvl/§l>5’\/ﬁ 1(} v, &) d4

fir

g5 () = 1(w;x5.o9’/' N) g(at)
und

= (- )\ .



Ferner ist

4D .
*m) = [ & =z v, &) 1(q;v,8)ds
G"(B) /1; g (M) dw= z(y ){/J;,é SR 1(4 43 + 75 1< 5V giv ,3}

*I— .
mit geeignctemliﬁ|é1. Fiir fectes & wird also G .B) gegeniiber
GN(B) bei entsprechender Wahl von N beliebig klein, so dass es nur
auf g(4#) in B ankommt. Dort gilt dann

b6 g = L~V 5 v, &) e(k) {1 + o(\-@)}.

d.h. man kann bei geniigend grossem N mit der Likelihoodfunktion al-
lein arbeiten. Man muss im Zingzelfall aber priifen, ob man (4.4) und
(4.5) annehmen kann. Das ist nicht mehr der Fall, wenn g unstetig
ist, da dann (4.5) nicht mehr gilt. Ein wichtiger Fall liegt vor,
wenn zudem M eine Menge {ML¥} diskreter Massenpunkte besitzt, das
heisst Punkte mit G(Mi) >0, in denen g(#) unstetig ist. MAINLAND
(196 ) schildert einen Fall sukzessiver Erhebung, die so lange fort-
gesetzt wird, bis der Konfidenzbereich 4#= v nicht mehr enthdlt, wo-
nach man My als signifikant von v abweichend betrachtet. *) Dieses
Verfahren ist statthaft, wenn die Voraussetzungen von (4.6) erfiillt
sind, wird aber im obengenannten Fall falsch, wenn G(v) erheblich
grosser als g(a) auf - v ist, was sehr hdufig zutrifft. In jedem
Fall bleibt die Quantileigenschaft der Konfidenzbereiche fiir die
normierte Likelihoodfunktion. Oft wird empfohlen, man solle das Er-
gebnis eines Konfidenzschlusses vernunftgemidss beurteilen. Dies
lidsst sich als Beriicksichtigung von g(4¢) interpretieren und reflek-

tiert subjektivistisches Verhalten.

Die hier angegebenen Resultate lassen sich fiir Wahrscheinlichkeits—
verteilungen auf lokal kompakten topologischen Gruppen verallgemei-

nern (IHM, unvercffentlicht).

*) Er zitiert: "We experimented on a few animals and then applied
the t-test., If it did not show si_ anificance we added a few more
animals and tested aguain, and so on, until the answer popped
over the 5 p.c.line”. Dann fdhrt er fort: "I wonder how many of
the 'sipnificant' differencee in medical literature were.created

in this way".
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5. Der P-=Vlert

Ist ein # beobachtet worden, so pflegt man hiufig nicht Kf,

sondern flir ein festes A%=,w% und
. ' -1 ! -
T {3 (g-uy) L7 (g =) > (-t & w-xao)}
die 2~Wahrscheinlichkeit

P = 41‘(5;4“,0,4&’) ag

anzugeben. Je kleiner P ist, desto weniger traut man der Hypothese,
das wahre A# sei gleich Jab, oder aber man verwirft ;uo bei P< X,
Letzteres Verfahren ist mit einem Konfidenzschluss identisch, bei

den ja gefragt wird, ob Juo im Konfidenzbereich liegt oder nicht.

Definiert man
. ' = 2
K‘K-P = {,uo p (u-i) L <”-M)<Xn.1_p} ,

und ist g(i) = 1 fiir allelufézw, so folgt fiir die 1-Wahrscheinlich-

keit in der Bezeichnungsweise des Abschnittes 3

XI(K"C.PI g;) =1 - P,

Bei Vorliegen der Bewertung gg ist also P die 1-Wahrscheinlichkeit

dafiir, dass Auo

Konstanz von g(ul) gelten die gleichen Argumente wie in Abschnitt 3.

gerade nicht mehr in K{ P liegt. Fiir die Frage der
’

Man kann unter den gleichen Einschr@nkungen den P-Wert also ebenfalls
subjektiv interpretieren. In diesem Sinne ist das Arbeiten mit diesem

Werte der Angabe eines Konfidenzbereichs iiberlegen.
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