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ZUSAMMENFASSUNG

Die Methoden der Taxometrie werden heute tiberall da angewendet, wo man
wegenumfangreichem Material Taxonomie, d.h, die Definition taxonomischer
Einheiten und ihre Zusammenfassung zu einem System, mittels elektronischer
Rechenautomaten betreiten muss. Nach einer Besprechung des Abstandsbe-
griffes und einer Definition der Gruppe werden die faktorenanalytische q- und
r-Technik diskutiert, die Methode des Gradienten und die Method of Maximum
Likelihood. Den Schluss bildet eine Erérterung der auf dem BAYESschen Theo-
rem beruhenden Methoden, ‘






I. EINLEITUNG

Wahrend in der Zwanziger- und Dreissigerjahren dieses Jahrhunderts die
Grundlagen der Abstandsberechnung zwischen Populationen durch PEARSON
(1926) und MAHALANOBIS (1936) und die der Zuteilung eines Individuums unbe-
kannter Herkunft zu einer von mehreren bekannten Populationen durch FISHER
(1936) gelegt wurden, ist die systematische Behandlung der Auffindung von
Gruppen in einem Material, dessen Gliederung unbekannt ist, relativ neueren
Datums. 1953 wendete STROUD (1953) die faktorenanalytische r-Technik zur
Analyse der Systematik von Kalotermes an, spdter benutzten SOKAL (1958)

auf der einen und DRIVER und SCHUESSLER (1957) auf der anderen Seite die
g-Technik zu dem gleichen Zweck. W&hrend es sich hier um linear-algebraische
Methoden handelt, versuchten andere (HILL 1959, SNEATH 1962, SILVESTRI,
TURRI, HILL und GILARDI 1962, TANIMOTO 1958) widhrenddessen Abstidnde
zwischen den zu klassifizierenden Individuen zu definieren und sie zu Gruppen
benachbarter zusammenzufassen. Wadhrend bei den faktorenanalytischen Metho-
den aie Individuen Elemente eines normierten Raumes sind, gentgt es hier,

sie lediglich als die eines metrischen Raumes aufzufassen.

Der Zweck der vorliegenden Beitrages ist, die von uns benutzten und vorge-
sehenen Methoden sowie die Resultate einiger praktischer Untersuchungen
vorzuftthren., Gewisse Ergebnisse (BORKO 1962) zeigen, dass die Methoden
auch in der Dokumentation von Wert sein k¥nnen.

I1. DIE METRIK UND DER BEGRIFF DER GRUPPE

Wir betrachten eine Menge von Individuen, die wir zu Gruppen zusammen-
fassen wollen. Diese Individuen bilden Elemente eines metrischen Raumes,
d.h. es ist ein Abstand d;; zwischen dem i-ten und j-ten Individuum defi-
niert. In Analogie zum intuitiven Verhalten des Systematikers wird man
Individuen zu einer Gruppe zusammenfassen, die untereinander einen ge-
ringeren Abstand haben als zu den Individuen anderer Gruppen. Was in der
klassischen Systematik oder Taxonomie Intuition ist, soll i1 der neuen
Taxometrie durch objektive Rechenverfahren ersetzt werden. Aus diesem
Grunde ist es né6tig, den intuitiven Abstandsbegriff durch einen mathemati-
schen zu ersetzen. Praktisch wurde hierzu bisher so vorgegangen, dass die
Individuen als Elemente eines nicht notwendig linearen Vektorraumes darge-
stellt wurden. In diesem Raume wurden Verknilipfungsregeln und eine Metrik
definiert, die im allgemeinen (Ausnahme: TANIMOTO 1958) den iiblichen
Axiomen des metrischen Raumes genigt.



IiI.

Verschiedenste Methoden und Verhahren, die Gruppen aufzufinden, existieren,
Bevor wir sie aber in ihrer Bedeutung untersuchen, haben wir uns zu fragen,
nach welchen Gesichtspunkten der Mensch die Metrik, das heisst mittelbar den
Verwandschaftsbegriff, festlegt. In den hdufigen Fillen typologischer Systeme
sind die taxonomischen Einheiten Typen, die gewissen Prinzipien geniigen,
wir brauchen nur an botanische Systeme mit Gliederung nach essbaren, nicht
essbaren, Land- und Wasserpflanzen usw. zu denken oder an die Wortklassen
z. B. im Bantu. Es ist aber bekannt, dass die allgemeine Tendenz zu natir-
lichen Systemen fuhrt, d.h. zu solchen, in denen die Angehoérigen der Taxa
verschiedene Niveaus in genetischem, speziell phylogenetischen Zusammen-
hang stehen. Es ist daher nétig, dass in der Taxometrie Abstidnde so defi-
niert werden, dass sie diese genetischen Zusammenhidnge aufdecken. Ein -
gutes Beispiel hierfir bildet SWADESHs Bemtihen, ein Verwandtschaftsmass
lexikologischer Art fir die Klassifizierung von Sprachen zu finden. Dieser
Autor glaubte, in der 'retention rate', d.h. der Proportion der flir zwei
Sprachen gemeinsamen Woérter, eines gefunden zu haben, welches Funktion
der Zeit seit der Trennung dieser beiden Sprachen ist. Wir wissen heute,

dass sein Ansatz zu einfach war, um Resultate zu liefern, die die Mehrheit
der Linguisten befriedigen (vgl. BERGSLUND u. VOGT 1962). Ein weiteres
Beispiel ist MAHALANOBIS' verallgemeinerter Abstand, der im Sinne eines
Diffusionsmodelles interpretiert werden kann. Im tibrigen scheinen Abstdnde
recht willkiirlich definiert worden zu sein. Die meisten auf Abstidnde beruhen-
den Methoden arbeiten auch dann noch, wenn man eine andere Abstandsfunktion
einfihrt - die Schwierigkeit liegt aber nicht auf dem Gebiet der Gruppentren-
nung, wenn man eine Abstandsfunktion hat, sondern in deren sinnvoller Fest-
setzung.

Zur Definition einer brauchbaren Metrik braucht man ein Modell. Wir ver-
wenden bei unserer Methoden ein auf dem Diffusionsprinzip beruhendes
Modell, bei dem die bedingte Verteilung der niederen taxonomischen Einheiten
in einer héheren die n-dimensionale Normalverteilung ist. In vielen prak-
tischenFd4llen ldsst sich das Material so transformieren, dass mit diesem
Modell gearbeitet werden kann. Wir bedienen uns linearer Methoden, die
nicht auf der direkten Benutzung eines Abstandes beruhen, und haben die
Metrik implizit nur insofern, als wir in einem normierten Raum arbeiten.

FAKTORENANALYTISCHE METHODEN

Die faktorenanalytischen Methoden beruhen auf einer Analyse der Kovarianz-
oder der Korrelationsmatrix. Bei der r-Methode werden die Korrelationen
zwischen den Variablen, bei der q-Methode zwischen den Individuen berech-
net. Die g-Methode wird in der Taxometrie hauptsdchlich von SOKAL und
Mitarbeitern angewendet (vgl. z. B. ROHLFS u. SOKAL 1961), doch benutz-
ten sie auch DRIVER und SCHUESSLER (1957), urn kalifornische Indiancrstidm-
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me zu klassifizieren. Die r-Methode wurde von STROUD (1953) zuerst fur
den Termltengenus Kalotermes angewandt, ebenso benutzten sie BORKO (1962)
und wir selbst.

Die q-Methode hat folgende geometrische Interpretation: Die Individuen wer-
den durch n-dimensionale Vektoren xi reprisentiert. Dieser Vektorraum wird
auf die Ebene

i=1

projiziert, wobei jedem X ein (n-1l)-dimensionales y, entspricht. Die ge-
nannten Korrelationen r.. zwischen den Individuen I. und I., die die Ele-
mente der q-KorrelationSmatrix sind, sind die Kosinis der Winkel zwischen
Y; und y.. Bilden Punkte Gruppen, so sind in den meisten Féillen die Winkel
zw1schen']1hnen klein, sont gross. Eine direkte Inspektion der Korrelations-
koeffizienten, wie sie SOKAL und MICHENER (1958) durchfiihrten, erlaubt das
Auffinden der Gruppen. Es ist jedoch auch mbglich, eine HOTELLINGsche
Hauptachsenanalyse durchzufithren. Nach eventueller Drehung lassen sich die
Hauptfaktoren als taxonomische Einheiten interpretieren..

Gegen die Methode ktnnen Einwidnde vorgebracht werden. Abb. 1 zeigt einen
Fall, in dem nur drei statt vier Gruppen gefunden wirden.

%o
o]
° o
o o

Abb. 1. Filschliche Trennung in drei Gruppen bei der q-Methode. Drei
Winkel sind als Beispiele eingezeichnet.

Allerdings lidsst sich dieser Fehler durch gesonderte Untersuchung einer
jeden Gruppe leicht korrigieren. Driickt man die Vektoren in Polarkoordi-
naten aus, so bedeutet die Methode, dass nur die Winkel, nicht aber der
Betrag als Information behalten werden. Hatten die Vektoren eine n-dimen-
sionale Normalverteilung, so haben die Winkel eine andere Verteilung was

die Verwendung von auf der Normalverteilung beruhenden Methoden aus-
schliesst.



Die r-Methode besteht geometrisch in einer PrOJektlon der Punkte x, auf
eine p-dimensionale Hyperebene, wobei jedem X ein Bild ¥ entsprlcht
Die Yy sind durch

AN = QEI\

gegeben, wobei die Zeilen der pxn-Matrix U', 1_1_5, die Ldsungen von
= K _1‘.1.

sind, fir die die N, . die p grossten Werte annehmen. R ist die Kovarianz-
oder Kerrelationsmatrix, je nachdem mit welcher man den Unstidnden ent-
sprechend arbeiten mdchte,

Es handelt sich hier um die Projektion auf die p Achsen der grossten Varianaz,
Ist die Binnengruppenkovarianzmatrix bis auf einen Faktor die Einheitsmatrix
und gibt es g Gruppen, so ist fir p=g-1 die Hyperebene durch die g Grup-
penschwerpunkte aufgespannt. Die wesentliche Idee der faktorenanalytischen
Behandlung ist aber die, dass p praktisch kleiner als g-1, unter Umstadn-
den sogar viel kleiner als g-1 ist. Die von uns verwendeten Methoden be-
stehen in der Projektion auf eine dreidimensionale Hyperebene, d.h. einen
dreidimensionalen Raum. Dort werden zunidchst visuell Gruppen provisorisch
getrennt und diese erneut der Behandlung unterzogen. Dies kann an Beispielen
veranschaulicht werden (siehe dort). Ich werde spiter zelgen, wie die visuelle
Einteilung objektiviert wer den kann, doch vorerst noch aufl einen Schritt zur
Verbesserung eingehen. Wie eingangs erwdhnt, ist der MAHALANOBISsche
Abstand in vielen F#dllen ein vernlinftiges Mass fur die Verwandschaft. Es ist
daher zweckmissig, eine lineare Transformation der Variablen durchzuftthren,
die den Abstand zwischen den Gruppenschwerpunkten zum MAHALANOBISschen
Abstand macht. Sci B die Binnengruppenkovarianzmatrix und V die Matrix ihrer
normalisierten Eigenvektoren, L die Diagonalmatrix der zugehdrigen Eigen-
werte, dann wird bei Nichtsingularit von {Jder X-raum auf sich selbst vermoge

51w =LY 2y

abgebildet. Es ist dann

1
2
}
w

der MAHALANOBISschc Abstand., Nach dieser Transformatlon wird das Ver-
fahren mit den X w1ederholt

Ein Einwand gegen dic Methode ist, dass die visuelle Beurteilung eine Beschrdn
kung auf zwei, htchstens drei Dimensionen verlangt. Damit kann ein Informa-
tionsverlust verbunden sein., Durch die im n#chsten Kapitel beschriebenen Me-
thoden wird dicser Einwand aber weitgehend ausgeschaltet, SNEATH bemthte
sich aufgrund der von ihm definierten Abstdnde, ein dreidimensionales Modell
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zu Konstruieren., Er tlbersah dabei, dass ein abstrakter metrischer Raum
nur unter gewissen Bedingungen auf einen EUKLIDischen abstandsgetreu ab-
gebildet werden kann. Die hier beschriebene Projektion hitte ihm hingegen
die beste Darstellung im dreidimensionalen Raum geliefert,

Ein Vorteil der Projektion ist, dass sie erlaubt, Hypothesen Uber die Dis-
persion in den Gruppen visuell zu priifen, z.B. ob in allen Gruppen die gleiche
Kovarianzmatrix vorliegt, ob Ausreisser vorkommen usw. Ich fesse im
Ubrigen die faktorenanalytische r-Technik aber nur als vorbereitendes Hilfs-
mittel auf.

EINE METHODE ZUR GLATTUNG DER VERTEILUNGEN

Wie die Beispiele gezeigt haben, kommt es bei der visuellen Trennung auf
die Identifikation von Punkthdufungszentren an, Hierftir wurde von SCHNELL
ein Verfahren entwickelt. Sei eine Stichprobe von N Punkten xj gegeben. Wir
betrachten die Funktion '

N 1
f(x,dz)::i: e 20672

' (x-x

(}_{'}fk) s -k)

die bis auf einen Faktor die Summe GAUSZscher Dichten mit Erwartungsvekto-
ren X und Kovarianz atrix & I ist. Sind alle X1 verschieden, so ha’ f(}f, (o3 )
fur gentigend kleines @“ genau N Maxima, ist dagzegend genligend gross, so
nur ein einziges. Dazwischen liegen Werte von 3 °~, fur die f(x, &“) 1,2,...
Maxima hat. FUr gegebenes G 2 werden die Maxima mittels der Methode des
Gradienten gesucht, ausgehend von jedem Punkte x;. Alle X, von denen aus
man zum gleichen Maximum kommt, werden als zur gleichen Gruppe gehdrig
betrachtet. Durch geeignete Programmierung kann das Verfahren erheblich
beschleunigt werden, Ist N, die Zahl der Punkte, klein, so hat das Verfahren
die Tendenz, Einpunktgruppen zu liefern oder aber nur eine Hauptgruppe. Ist
N dagegen gross , so gibt es auch noch bei kleinerem umfangreichere Gruppen.
Dies entspricht unserer intuitiven Auffassung von der in der Stichprobe enthal-
tenen Information: Ist ihr Umfang klein, so kénnen wir wenig verbindliches tiber
Gruppenbildung aussagen und umgekehrt.

Wir haben das Verfahren so ausgebaut, dass zuerst die faktorenanalytische
r-Methode auf die gesamte Kovarianz- oder Korrelationsmatrix angewendet
wird, wobel auf eine bis 5-dimensionale Hyperebene projiziert wird, worauf
mittels SCHNELLs Methode Punkthiufungen gesucht werden. Eine Gruppe wird
dabei durch Verkleinerung vond? noch unterteilt, wenn die Teile sich noch als
signifikant verschieden erweisen. Allerdings ist die Testmethode mangels
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exakter Verfahren recht Heuristisch; PITMANs Test kann verwendet werden,
ist aber auch fir eine schnelle Rechenanlage recht aufwendig. Ftr die nun
gefundenen Gruppen wird die Binnengruppenkovarianzmatrix berechnet und die
Transformation (3. 1) durchgeiftthrt, die Projektion wiederholt, SCHNELLs
Verfahren angewandt usw, bis Stabilitdt des Ergebnisses eintritt,

DIE METHODE DER MAXIMALEN LIKELIHOOD

Im Vorausgehenden sind keine expliziten Annahmen tber die Verteilung der

x in den einzelnen Gruppén gemacht worden, lediglich implizit, dass die be-
dingte Kovarianzmatrix fiir alle Gruppen gleich ist, Das ist hdufig nicht der
Fall, ausserdem interessiert man sich h#ufig fir die Angabe einer Wahrschein-
lichkeit daftr, dass ein bestimmtes Individuum zu dieser oder jener Gruppe
gehvrt, Dies ist nicht mdglich ohne eine konkrete Annahme tiber die Verteilung
Wir nehmen daher an, dass die bedingte Dichte von x in der i-ten Gruppe

1 L~ -1
5 (x-m.) 'C. " (x-m,)

/2 ¢

ist, die totale Dichte flir g Gruppen

g
5.2 f(x): = 3T a £, (x)
i=1

mit

Das heisst, dass die bedingte Verteilung in der i-ten Gruppe eine n-dimen-
sionale Normalverteilung mit Erwartungsvektor m. und Kovarianzmatrix C;
ist, die totale Verteilung die Uberagerung derartiger Vertellungen mit den
Anteilen a;, d.h, der Wahrscheinlichkeit, dass x zur i-ten Gruppe gehdrt.
Die Aufgabe lautet, die Parameter von (5.2) zu schitzen. Daftir kann die Me-
thode der maximalen Likelihood verwendet werden. Wir erhalten ftir die Ele-
mente tjp von mj, C; die Bestimmungsgleichungen



0= — . = - 10 f(x
ot ot 1:;1 B )
N
5.4 = : . (x ! b X
2 P T 5T £ (%)
N .
= 1):__31 P; (%) —gé— log £, (%)
mit
2; £ (xy)
5.5 Pix = % (}fk) .

(5.5) ist die a-posteriori- Wahrscheinlichkeit der Hypothese der i-ten Gruppe
bei gegebenem xj., wie sie sich aus dem BAYESschen Theorem ergibt. Eine
Betrachtung vonl?5.4) zeigt, dass wir die Ublichen Schdtzformeln fur m; und C;
erhalten, jedoch mit Gewichten pj (xi ), d.h. B B

N
1 -
5.6 T k::l P; (}—{k)}—ck = X
1 !
= —— 1 <}
5.7 Gy = 3 El {Pi () %y % - Py _1>_<1}

wobel

Die a. berechnen sich unter Berucksichtigung von (5. 3) bei Verwendung des
LAGRANGEschen Multiplikators N\ gemass

_ oL ® N i o)
° da; 03y kz—_-:1 tog 1 }\éai Jz::l E

|

N
= 2 p.(xk)—l—-}\..

1 - a

k=1 i



VI.

Daraus ergibt sich

}\aizpi

und, damit (5. 3) erfullt ist,

g
N\ = > P,=:P
j=1
folglich
P,
5.8 a, = ——.
1 1Y

Wie sich aus (5.5) ergibt enthalten die Gewichte p;(xx) die zu bestimmenden
Parameter, d.h. wir haben in (5.6), (5.7) und (5.8) Gleichungen, die die
Schitzwerte implizit enthalten. Praktisch lassen sie sich dadurch 1bsen, dass
provisorische Gewichte p; (>_gk) berechnet werden, die in die Gleichungen ein-
gesetzt werden, um neue Werte zu erhalten, die neue Gewichte ergeben usw,
Konvergenz tritt nur ein, wenn die ersten Ndherungswerte relativ nahe bei

den wahren Werten liegen, man muss also schon zu Anfang recht genaue

Werte haben. Um sie zu erhalten, kann man die Methoden der Abschnitte 3

und 4 verwenden. Praktische Untersuchungen, die zusammen mit H. Fangmeyer

‘aufgefuhrt werden, werden an anderer Stelle verdffentlicht.,

Ein Nachteil des Verfahrens ist, dass man die Hypothese der Normalitdt der
Verteilungen machen muss, Das ist jedoch nicht so gravierend, da bei grossem
n und relativ kleinem p, das ist die Dimension der Hyperebene, durch die Projek-
tion erhaltenen Variablen als Linearkombinationen eine Tendenz zur Normalitat
aufweisen. Die Konvergenz ist fraglich, wenn sich die Gruppen stark ttberschnei-
den.’

DAS BAYESSCHE THEOREM

Die in den vorangegangenen Kapiteln beschriebenen Methoden sind mehr oder
weniger heuristisch und fassen das zusammen, was bis heute erarbeitet wurde.
Sie sind aber vom theoretischen Standpunkt nicht voll befriedigend. So ist noch
keine Methode ausgearbeitet worden, die eine Gruppeneinteilung gegen eine
andere zu testen erlaubt usw. Meines Erachtens kann hier mittels des BAYES-
schen Theorems unter Verwendung einer Nutzenfunktion eine bedeutende Ver-
besserung erreicht werden. Wie im vorhergehenden Kapitel muss man die
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wesentliche Annahme machen, dass es sich bei den N Vektoren x;, um eine
Stichprobe handelt, d.h. dass die x) Uberhaupt eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung haben. Das ist selbstverstdndlich, wenn die Merkmale von Individuum

zu Individuum schwanken kénnen, z.B. Li&nge und Breite von Organen usw.

Ist das '"Individuum' aber eine taxonomische Einheit, so, ist das begrifflich
schwieriger. Die Pflanzenart Iris versicolor ist dann nur eine zufdllige Reali-
sation unter vielen anderen. Was wir mittels der Methode der maximalen Likeli-
hood oder mittels des BAYESschen Theorems wahrscheinlich machen, sind also
hypothetische taxonomische Einheiten oder lokale Selektionsoptima,

Wir betrachten nun die Menge aller moglichen Systeme. Auf dieser sei ein Wahr-
scheinlichkeitsmass definiert, ebenso ein zweites Mass, der Nutzen. Da die Sys-
teme im Falle des Modelles von Abschnitt 5 durch die Parameter m;, Cl, und aj
und g definiert werden konnen, k6nnen wir im EUKLIDischen Parameterraum

H den Nutzen als Punktfunktion verwenden, sowie die Wahrscheinlichkeitsdichte.
Die a-priori-Wahrscheinlichkeit des Systemes hdngt von dem Vorwissen ab, der
Nutzen kann gegeben sein durch den Umstand, dass ein System mit unscharf ge-
trennten Gruppen fiir die spdtere Bestimmung von Individuen unbekannter Herkunft
nicht viel taugt, ob die Definition der taxonomischen Einheiten aufwendig ist oder
nicht usw. Sie héngt von Einzelfall ab, und es ist nicht m&glich, ein allgemein-
gultiges Rezept zu geben.

Sei ein Punkt im Parameterraum, der einem System entspricht, durch h bezeich-
net und sei dP(h) die a-priori-Wahrscheinlichkeitsverteilung von h, n(h)— der Nut-
zen von h. Nach Erhalt der N Vektoren x) ist die I.ikelihood von h nach (5.2)

N N
1 (h; X) :=':Tj|: flx,) =: —kr—rl v(hix, ),

wobei X die Stichprobe {}_cl, o '}5N} bezeichnet, -

Die a-posteriori-Wahrscheinlichkeitsverteilung wird jetzt nach dem BAYES-
schen Theorem

1(h;X)dP (b)

i -}{1 (h;X (dP(h)

Soll der Nutzen eines Systems S ausgerechnet werden, so mtlssen wir uns vor
Augen halten, dass ein definitiv aufgestelltes System, mit dem wir arbeiten, ein
Idealsystem Sy, nicht einem Element h aus H entspricht sondern einer Teilmenge
Hy- Dies rtthrt daher, dass viele h ein gleichideales System ergeben, z.B. kén-
nen die Parameter in gewissen Grenzen variieren, ohne das System in seiner
Brauchbarkeit wesentlich zu verdndern. Daher ist der relative Nutzen von Sts
N(S;), durch :

fH h)dP* (h;X)
fH h)dP* (h;X)

gegeben,






Beispiel: Das Wort "Plasma' wurde in 60 F&llen auf seine Umgebung von. Voll-
wbtrtern (mots pleins d.h. Verben, Substantive, Adjektive und Adverbien) unter-
sucht, wobei die zehn Wdrter vor und die zehn Worter nach '"Plasma' untersucht
wurden, ""Plasma' in 30 F&dllen aus der Biologie, in 30 aus der Physik., Die
Worter wurden durch Zusammenlegen von Synonymen, Flexionsformen usw. auf
199 reduziert, Jedes Wort erhielt eine Nummer (1,2...,199), und der Vektor
X} hatte die i-te Komponente gleich eins, wenn das Wort Nummer i in der Um-
gebung des k-ten Vorkommens von ""Plasma'' war, andernfalls null. Die Resul-
tate der Projektion auf eine Ebene sind in Abb. 2, fiir jede Gruppe in verschie-
dener Weise, dargestellt. Manr sieht, dass eine visuelle Gruppentrennung sehr
wohl die echten Gruppen ergeben hitte. '

Weitere Beispiele werden an andere Stellen vertffentlicht.
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