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Die Losung in der Bildebene wird sodann nur fiir gewisse interessierende Tempera-
turen an diskreten Stellen der Ortskoordinate betrachtet, und ferner — fiir die Mittel-
temperatur — die Ortsabhiingigkeit durch Mittelbildung eliminiert. Beim tibergang in
den Oberbereich werden gewlsse Temperaturfunktionen eingefiihrt, die einem System
gewohnlicher Differentialgleichungen nach der Zelt geniligen. AuBerdem werden einige
Konstanten als Parameter benutzt, die die Anwendung und die Ubersichtlichkeit der
Methode wesentlich erleichtern.

Auf dlese Welse gewlnnt man dle zeltabhiinglge Losung fiir jede der erwihnten
Stellen als Lisung je eines Systems gewdhnlicher Differentialgleichungen, wobel die
Genaulgkeit durch Mitnahme einer hinreichenden Anzahl von Gleichungen bellebig gestei-
gert werden kann. Das Problem ist somit auch auf elnem Analogrechner behandelbar.

Es besteht eine gewisse Analogie zu einem Differenzenverfahren beziiglich der
Ortskoordinate, doch liegt der Vortell dieser Methode darin, daB die Genauigkeit nicht
von der Wahl einer Schrittweite abhiingt.

The solution in the subsidiary domain is then considered only for some interesting
temperatures at discrete values of the spatial coordinate, and moreover — for -the mean
temperature — the space dependency is eliminated by an averaging process. When going
back to the real domain certain temperature functions are introduced which satisfy a
system of ordinary differential equations with respect to time. Furthermore some constants
are introduced as parameters which facilitate the use and the clearness of the method.

In this way the time-dependent solution for each of the mentloned discrete positions
is obtained as a solution of a system of ordinary differential equations, where the
accuracy can be improved arbitrarily by increasing the number of equations. The problem
becomes thus treatable also by means of an analogue computer.

There is a certain analogy with the method of finite differences with respect to
space. However, the advantage of this method lies in the fact that the accuracy does not
depend on the cholce of lattice stepwidth.
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Zusammenfassung. Die Warmeleitungsgleichung mit zeitlich variabler Umgebungstemperatur sowie mit einer raum- und
zeitabhdngigen Quellenverteilung wird der Laplace-Transformation beziiglich der Zeit unterworfen und die Losung im Unter-
bereich angegeben. Es handelt sich um Fille, in denen die klassische Methode der Eigenfunktionen versagt. Diffusionsprobleme,
die mathematisch einer Gleichung desselben Types geniigen, kénnen genau so behandelt werden.

Die Losung in der Bildebene wird sodann nur fiir gewisse interessierende Temperaturen an diskreten Stellen der Ortskoordi-
nate betrachtet, und ferner — fiir die Mitteltemperatur — die Ortsabhingigkeit durch Mittelbildung eliminiert. Beim Ubergang
in den Oberbereich werden gewisse Temperaturfunktionen eingefithrt, die einem System gewohnlicher Differentialgleichungen
nach der Zeit geniigen. AuBerdem werden einige Konstanten als Parameter benutzt, die die Anwendung und die Ubersichtlichkeit
der Methode wesentlich erleichtern.

Auf diese Weise gewinnt man die zeitabhingige Losung fiir jede der erwihnten Stellen als Losung je eines Systems gewdhn-
licher Differentialgleichungen, wobei die Genauigkeit durch Mitnahme einer hinreichenden Anzahl von Gleichungen beliebig
gesteigert werden kann. Das Problem ist somit auch auf einem Analogrechner behandelbar.

Es besteht eine gewisse Analogie zu einem Differenzenverfahren beziiglich der Ortskoordinate, doch liegt der Vorteil dieser
Methode darin, daB die Genauigkeit nicht von der Wahl einer Schrittweite abhingt.

Summary. FOURIER'S equation of heat conduction with time dependent ambient temperature and space and time dependent
source distribution is treated by a Laplace transformation with respect to time and a solution is given in the complex plane. In
the given problems the classical method of eigen-functions is not possible. Diffusion problems which are described by the same
type of equation may be treated in the same manner.
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The solution in the subsidiary domain is then considered only for some interesting temperatures at discrete values of the
spatial coordinate, and moreover — for the mean temperature — the space dependency is eliminated by an averaging process.
When going back to the real domain certain temperature functions are introduced which satisfy a system of ordinary differential
equations with respect to time. Furthermore some constants are introduced as parameters which facilitate the use and the clear-

ness of the method.

In this way the time-dependent solution for each of the mentioned discrete positions is obtained as a solution of a system of
ordinary differential equations, where the accuracy can be improved arbitrarily by increasing the number of equations. The
problem becomes thus treatable also by means of an analogue computer.

There is a certain analogy with the method of finite differences with respect to space. However, the advantage of this method
lies in the fact that the accuracy does not depend on the choice of lattice stepwidth.

Einleitung

Die Losung nach der klassischen Methode der
Eigenfunktionen der instationdren Diffusions- bzw.
Wirmeleitungsprobleme, die durch eine partielle Dif-
ferentialgleichung von parabolischem Typ beschrieben
werden, setzt den Wert des Flusses bzw. der Tem-
peratur in der ,,Umgebung” (0p — s. Text) als
konstant voraus.

Nur bei dieser Annahme gelingt ein Separations-
ansatz. In den meisten Problemen der Reaktordyna-
mik ist die erwihnte Annahme jedoch nicht zuléssig;
besonders bei schnellen Vorgidngen ist die Brauchbar-
keit der Ergebnisse in Frage gestellt. Bei schnellen
Realktoren und bei solchen, die einen relativ grofien
positiven Temperaturkoeffizienten der Reaktivitit
aufweisen, interessiert aus Sicherheitsgriinden bei der
Auslegung der Regelung und der Verriegelungen sowie
z.B. auch bei Stabilitdtsuntersuchungen eine moglichst
genaue Erfassung des instationédren Anteils des Wérme-
flusses. Der bisher gebrauchte Ausdruck fiar den
WairmefluB ist nur der ,,stationire Anteil”, d.h. daB
die Warmequelle sowie die Temperatur erst nach der
Lésung des stationdren Problems als instationdr be-
trachtet werden. Eine andere Methode besteht in der
sog. Schichtenaufteilung, wobei es sich um eine Rech-
nung mit ,,stationdrem Anteil*‘ innerhalb der einzelnen
Schichten mit willkiirlich gewéhlter Dicke handelt.

Die partielle Differentialgleichung der instationiren
Diffusions- bzw. Wérmeleitungsprobleme wird hier
durch ein System von unendlich vielen gewéhnlichen
Differentialgleichungen erster Ordnung ersetzt. Bei
der Losung des Problems wird die Umgebungstempe-
ratur als Funktion der Zeit und die Wirmequelle
(Neutronenfluf3) als Funktion von Raum und Zeit be-
trachtet. Alle Operationen werden im Unterbereich
durchgefithrt. AnschlieBend wird die Riicktransfor-
mation angegeben.

In dieser Arbeit wird ein Wirmeleitungsproblem
in Zylindergeometrie behandelt, da der physikalische
Vorgang der Wirmeleitung anschaulicher ist als der
der Neutronendiffusion. Bei Reaktorbrennstiben
tritt die gewéhlte Geometrie am héufigsten auf. Einer
Anwendung der Methode auf andere Geometrien, z.B.
mit kartesischem oder sphirischem Koordinaten-
system, und auBlerdem auf Diffusionsprobleme stehen
keine prinzipiellen Schwierigkeiten im Wege.

1. Der Fall nur zeitlich veridnderlicher,
aber ridumlich konstanter Wiarmequelle

1.1. Lésung des Problems in der komplexen Bildebene
nach Laplace-Transformation

Die Temperaturverteilung 0 (7, {) in einem Brenn-
element wird im allgemeinsten Fall durch die insta-

tiondre Fourier-Wirmeleitungsgleichung

vacu 20D — div (2, grad 0 0]+ W) (1)

beschrieben.

Wir behandeln das Problem in Zylinderkoordinaten,
da diese der Geometrie nuklearer Brennelemente meist
am besten angepaBt sind. Mit A, =const und unter
Vernachlissigung des Warmeflusses in Achsenrich-

tung, d.h %i & —gg, gilt:
1 00(r,t) _ &6(r) | 1 86(rt) . W)
@ e er Ty e Tg o @
L Ay [ m2 [P .
wobei a?= " [~] Temperaturleitfahigkeit,
Yulu | 8
6[°C] Temperatur,
¢ [s] Zeit,
7 [m] Zylinderkoordinate,
W[k C? 1] Wirmequelle (pro Volumenein-
mJs .
heit),
" [ Hl::?é ] Wirmeleitfahiglkeit,
Vu 71;3;3] spezifisches Gewicht,

spezifische Wirme.

Die Laplace-transformierte Gl.(2) mit 0(r, 0) =0
lautet [die Laplace-Transformierte von 6 (r, ¢) bzw. W (f)

wird mit @ (r, s) bzw. W(s) bezeichnet]:

2 1 o kol
S O, s)= 2 (Zg,s) L1 '063(:’8) . H;(j) 3

al

Um die allgemeine Losung der homogenen Differential-
gleichung
0% O(r,s)
or?

1 06(r,
+- 28 L org=0 @

zu bestimmen, wird (4) der Transformation
T —
o= E ]/ 8

unterworfen; dabei geht die Differentialgleichung (4)
in die bekannte Differentialgleichung der modifizierten
Bessel-Funktion iiber, d.h. in

d? O (o) 1 dO(o) -
do? +? do —0(0)=0. (8)

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differen-
tialgleichung (3) lautet dann:

0(r,8) = By(5) Iy, V) + Palo) Ko [ Y5) +
(6)
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Es werden nun zwei Konstanten als Abkiirzung ein-
gefithrt, ndmlich:

Die Einfithrung dieser beiden Xonstanten ist entschei-
dend fiir die Ubersichtlichkeit der weiteren Operatio-
nen; sie sind als Parameter des Problems zu betrach-
ten. Die Gl. (13) kann damit geschrieben werden:

Wis)

Yu Cu B SOH( ) (8) [@“ (8) - OR (8)] ’ (14)
wobei B
(s)= 251, (J73) s
P L) —2(1— £ vs) 1479

Damit ist es gelungen, die partielle Differential-
gleichung (1) durch die gewohnliche GI. (14) in der
Bildebene zu ersetzen. Die physikalische Bedeutung
der einzelnen Terme ist nach wie vor erhalten geblie-
ben, namlich:

W t) — W(s) Wirmequelle,

VuCu 86(1‘ D _, Y€y $O,, (s) Wirmespeicherung,
divl:lugra’de(nt)]_)yu u(p( )[@ ( ) @R( )]
Wirmeflul3.

Im Ausdruck (14) tritt nur eine Temperatur des
Kérpers auf, und zwar die mittlere; die zweite Tempe-
ratur, 0y (f), ist eine zeitabhidngige Randtemperatur,
die beliebig gewidhlt werden kann. Bei genauerer
Rechnung wird man z. B. fiir 0 (¢) die Innentemperatur
der Brennstabhiille wihlen und damit die Wirme-
speicherung in der Hiille von der des Brennstabes
trennen. In vereinfachten Rechnungen kann 05 auch
als die mittlere Kiihlmitteltemperatur betrachtet
werden.

Die Konstante p wird entsprechend der Wahl der
Randtemperatur berechnet. Kann z.B. die Wirme-
iibergangszahl zwischen Brennstabhiille und XKiihl-
mittel nicht als Konstante betrachtet werden (Siede-
wasserreaktoren, Durchsatz- und Druckinderung des
Gases bei gasgekiihlten Reaktoren, nicht vernach-
lassighare Temperaturabhingigkeit der Wéarmeiiber-
gangszahl bei organischen Kiihlmitteln), so darf 0 (t)
hochstens als Auflentemperatur der Brennstabhiille
betrachtet werden.

Wird z.B. als Kontrollfliche des zu betrachtenden
Problems die Oberfliche eines Brennelements ange-
nommen, so ist (14) eine Gleichung des simultanen
Differentialgleichungssystems, das das instationédre
Verhalten beschreibt.

Die Beschreibung des Wairmeiiberganges von
Brennstaboberfliche zu Kiithlmittel und die des Wéarme-
transportes durch das Kiihlmittel laings der Brenn-
elemente ist ein Problem fiir sich, das hier nicht be-
trachtet wird.

1.2. Greensche Funktion des Warmeflusses

Der wichtigste Term bei der Losung des Problems
(14) ist das Produkt von zwei Funktionen, und zwar
der Temperaturdifferenz [0, (s) —Op(s)], genannt

,»Bingangsfunktion (Ursache), mit ¢(s), genannt
,,Ubertragungsfunktion‘‘ (Gewichtsfunktion).

Die ,,Greensche Funktion des Problems () ist
die Laplace- riicktransformierte Ubertragungsfunktion,

d.h.
G () =C{p(s)}. (16)

Die Gewichtsfunktion ¢(s) ist meromorph mit unend-
lich vielen Polen, die in der ganzen komplexen Ebene
isoliert liegen. Trotz der vorkommenden J/s ist diese
Funktion in der Umgebung von s =0 eindeutig. Nach
einmaligem Umlauf (wenn }/s in —J/s iibergegangen
ist) kehrt die Funktion @(s) zu ihrem urspriinglichen
Wert zuriick. Fiir s =0 verschwindet aufler dem
Nenner auch der Zihler von ¢(s), so daB hier keine
Singularitat vorliegt. Es 1dBt sich leicht zeigen, da@

8

FiEsSE (17

lim ¢ (s)=

s—0

1.3. Riicktransformation der Ubertragungsfunktion

Die meromorphe Funktion ¢(s) wird in eine
Partialbruchreihe entwickelt:

11(s) < an
()= =ay+ (18)
v(s) Y g O
mit
II(s)=2sI,(1vs)
w(s)=13 I, ()75) —2(1— s)Il(]/v_s)
9772‘: Pole der Funktion ¢(s) und
a,= Residuen von ¢(s) in den Polen %2‘—
Man findet:
(- %)
4,= lim O =T (19)
ety —p(—f2) T o
» ¥ v ds v
s+ -9—%—
v
Die Lage der Pole bestimmt man aus:
=75 I,(Jps) —2 (1_ -g-vs)ll(yrs) —0. (20)

Die Losungen der transzendenten Gl. (20) werden auf
der negativen reellen Achse der komplexen Bild-
ebene s gesucht, d.h.:

vs=—p>p=+41]¥s, (21)
so ergibt sich aus (20)
Jo(@)—2(1 + L 02} J (0) =0
0Jo(0)—2(1+ % 0% Li0) -

(015 025 > Op--+)-

In der Gl. (22) tritt die eingefiihrte Konstante p
als Parameter auf. Die ersten 9 Nullstellen der Gl. (22)
kénnen aus den Abb.2—10 fir y =1 entnommen
werden.

Da die negativen p dieselben Nullstellen wie die
positiven ergeben, kann man sie weglassen.

Um die Koeffizienten a, zu bestimmen, wird zuerst
die Ableitung der Funktion y(s) berechnet:

dy P,
— [sz 1

ayrs Lol7E)+

(4+p

(24)
+

} (Jfvs)-
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Unter Beriicksichtigung des Ausdruckes (21) folgt:

v LGps v hle) _ v hie)

2yvs L) +2ie xidle) 20 Jife)”

Aus (22) bekommt man
V4
1P e
ey 20454
4 (gn) n )
Fir
o = 2s
" I p v Iy (73) v 1 o
{'4“’”3— 21/'1;8—' 79)“*'[*8‘(4‘*'77)‘*'?} s=——

ergibt sich daher:

4 03
= = 25
WET eI [P, (%)
16(1+p) ="
Setzt man zur Abkiirzung
S
T+
v
Th= 3>

On
so nehmen die Koeffizienten a, eine sehr einfache Form

an:
4 1
a, =

T N

wobei man zeigen kann, daf}

(26)

. 64
Jim q,=—

—— 27
2—>00 vip? ’ ( )

Die Ubertragungsfunktion (18) ist damit bis auf die

Konstante a, bestimmt:

4 al 1 1
W 2 et

@(s) =a,— - (28)

s+ —

Tn

Aus dem Grenziibergang (17) und (28) bestimmt man

schlieBlich :
Tn
T Z o+ T'n] )

n=1

(29)

= 1+p)[

Damit nimmt die gesuchte Greensche Funktion in der
Bildebene ihre endgiiltige einfache Form an:

Tn
Pls)=" v(1+p) l T Z* 6+7n] l
4 1
A 4p) Z ot L

Nach Riicktransformation von ¢ (s) bekommt man
die gesuchte ,,Greensche Funktion G (t)

G(t):@:—l{(p(s} 1+p) [ 1 Z w:zzTn]
o o (6D
X (1) — o 3
v(1+4p) = O
d(t) = Dirac-Funktion.

1.4. Die Wirmelettungsgleichung tn der Originalebene

Die riicktransformierte Gl. (14) heif3t:
Wit ;
PO b0+ G0+ [0,0— 0], (32)

wobei * der Faltungsoperator ist.
Nuklconik. Bd. 6

Setzt man (31) in (32) ein, so ergibt sich die Inte-
gro-Differentialgleichung

W
YuCy — 0= 1+P) [ T Z w-{-rn}
4
< [0u() = 0x 0] = S 77y Z PEiats

_ ¢ T

Xe T f [0” (T) _— BR(T)] e;"— drt.

0

Nach einmaliger partieller Integration im letzten
Term erhdlt man folgende Form der Wirmeleitungs-
gleichung:

Wit : 8
?’u(%)t —Ou)= Y1 +p) [0, (8) — Or(8)]+

4 1
it 2wt X
LI s
Xe ™ / T [0,(T) —Og(v)]e™ d7.
0

Dabei ist zu beachten, dal} 0,, = 0, =0 ist, d.h. als
Anfangsbedingung fiir § wurde Null gewihlt.

(33) mit dem Wasserwert

] des Brennelementes, so kann man den ein-

Multipliziert man

kecal

zelnen Termen der Integralgleichung eine physikali-
sche Deutung geben, nimlich:

P(t)— Py (t) = e (1),

(34)
wobei

W)

YuCu

P(t)=

die gesamte Wéirmeleistung,
die im Brennelement erzeugt

wird (Wiarmequelle),

kcal ]

By (ty=W, O.H(t) { kca.l} = die im Brennelement voriiber-
gehend gespeichierte Wirme-
leistung,

8 W, 4 17,
P )= ""%_ t) — ¢ I
o ¢t
N Tn T a
~ Z PR [ ar 0D = Or(@]x | 55
0
Xe™ dr = Wirmeleistung, die aus dem
Brennelement abgefiilhrt wird.
Man bezeiclinet
By =50 [0u0) — 0p()] (36)
L - 1,(1 +p) u n
als ,stationdren Anteil” der abgefilirten Wéirme-

leistung, d.h. die gesamte aus dem Brennelement
abgefithrte Warmeleistung
01( (t) -

Or()]=0 (37)

Bo(t)=B, (1), 21

so lange

und danit F; = F, = Konstante.

Diese Bedingung ist nur im stationdren Fall erfiillt.
Die Aussage ist an und fiir sich trivial, aber den-

noch wird bei instationdren Vorgingen gewohnlich mit

B, (t) = B, (t) gerechnet, obwohl ;t [0,()— 0pt)] %0

22
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ist. Diese Rechnungsart kann unter Umstinden zu
nicht ausreichender Genauigkeit fiihren.

Mit den neuen Abkiirzungen schreibt man die
Gl (35) folgendermallen:

Bet)=E )+ Z A
m= 1 (38)
% [PI(/m) (t) _ PL(m) :l Z _Qn.[m 1 ,
wenn "
o< |/ g, (39)
YuCy

A[s*] = Dimensionsfaktor, wobei

d™ Py,(t)
P (1) =~ 2
und
Q=5
7l_§(w+7n) '

So erhédlt man die erste Naherung der Zeitkonstanten
£2;, des instationdren Warmeflusses

'QL 1= Zl 'Qn,

Der hier angegebene Wert der unendlichen Summe
wird spédter nachgewiesen werden.

Die Gl. (38) ist eine Differentialgleichung mit un-
endlich vielen Gliedern, deren Koeffizienten rasch zu
Null streben, wenn die Bedingung (39) erfiillt ist.
Andernfalls gilt

(40)

Z{ T?l - v
2(w +7p) 24(1+p)°

lim ZQ _L.m 1_>c><J

m~—>oo

d.h. die Darstellung (38) ist dann nicht zulissig.

1.5. Der effektive Temperaturgradient
des instationdren Warmeflusses

Der Ubergang von der partiellen Differential-
gleichung (1) auf eine gewohnliche (33) bedingt die
Einfiihrung einer reprisentativen Temperatur des
Kérpers, und zwar der mittleren, die als exakter Aus-
druck (10) in Form eines Integrals gegeben ist. Die
erste Ableitung der mittleren Temperatur , nach der
Zeit, multipliziert mit dem Wasserwert des Korpers,
gibt gerade die gespeicherte Warmeleistung. Um den
instationdren Wérmeflu8}, d.h. die Wirmeleistung, die
die Kontrollfliche des Korpers passiert, exakt zu be-
schreiben, mull man eine andere Temperatur des
Kérpers definieren, die wir ,,effektive Temperatur des
instationdren Wirmeflusses 0,7 nennen wollen:

01(L :f(au) .

Der effektive Temperaturgradient J 0, des instatio-
niren Wirmeflusses wird durch folgenden Ausdruck
definiert:

1

0 06=0u ) — 0(t) = "GP P (41)

oder
ouL(t) Oll.(t)+z (_l)m_l><
m=1 o (42)
X l:ou (t) - 01(’_ (t)](m) Z 'Qn T;{L—l 3
n=1

falls

o< 0y |/ 4. (43)

Der effektive Temperaturgradient des stationédren
Wirmeflusses soll hingegen mit 66, d.h.

80 =0,(t) — 0x(¢) (44)
bezeichnet werden. -
Selbstverstindlich gilt:
806()=0010), (45)
falls
d
—710u(6) — 0(1)]=0.
Mit den eingefiihrten Bezeichnungen folgt:
00q(t)=006(t)+
t 14 4
+1§1 2(w+1n)e Of 60(t)e™ dr
oder
=] Q,
506(=00()+ ¥ SEL0), (47)
n=1 "7

wobei die Funktionen I, den Differentialgleichungen
Lty +wL0)=00()
L)+ L) =1,00()

; ©0)

I:L(t)+17zj:z(t):11zéé(t) (n=1;2;...
geniigen.

Die Temperaturfunktionen I (f) haben also die

Gestalt:
__t i

™ [80(r)e™ d.

0

L(t)y=e (48)

Man kann jetzt die partielle Differentialgleichung
(1) mit einer zeitabhingigen Wirmequelle W(t) und
einer zeitabhingigen Randbedingung 0y (¢) durch ein
System gewohnlicher Differentialgleichungen ersetzen,
d.h. anstatt (1) kann man fiir eine grofle Anzahl von
Problemen benutzen:

87ucu

yucueu( )+‘U—(1+p) [0 ( )_GR\t):H‘
8vucu n
o 2, % ko=
L)+ 7 L3 () =7, [0,(t) — O ()] (49)
L&)+ T I () = 730, (6) — O (¢)]
a<ti+ T D3 (0) = 1, [0,(0) — O ()
Anfangsbedlngungen wW0)=0
0(r,0)=0
0r(0)=0
L0)=0 @n=1;2;..)
Es 146t sich leicht zeigen, dal
lim 2 0.
n—00 Ty

AuBerdem sind die Funktionen I}, in physikalisch sinn-
vollen Fillen beschrinkt, was ibrigens schon bei der
Laplace-Transformation vorausgesetzt werden mufte.
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Infolgedessen gentigt es, bei der Anwendung des
Systems (49) nur die ersten J-Funktionen zu beriick-
sichtigen.

Der durch Abbruch der (konvergenten) Reihe in

(49) begangene Fehler 1aBt sich durch Abschitzung -

der ersten vernachlissigten I" angeben.

1.6. Reihenentwicklung der Ubertragungsfunktion ¢(s)

Zwecks Riicktransformation wird ¢(s) in eine
Reihe entwickelt, und zwar wihlt man statt des An-
satzes (18) die Potenzreihe in s:

@(s) =by+ X bs™

n=1

(50)

Setzt man ¢% =»s in (50) ein, so folgt:
202 I, (o)
ovlIy(o) — 2v (1 — —g 0'2) I, (o)

- o) 5
=by+ ZITZ"Z"' (51)
=

Die Koeffizienten b, werden durch Vergleich mit den
Reihendarstellungen von I, und I, berechnet. Die
ersten Glieder der Funktion ¢(s) lauten:

8 1 _ Bply
AT I e A e
(1298 + 97+
T e mslar S (52)
(18p° 4-93p2 +42p 4 T)1® ,
_ S E LT o PLONI

Die G-l-transformierte Gl. (14) mit der Uber-
tragungsfunktion (52) nimmt folgende Form an:

W) g 8

T o Gu= oy (0,0 — 0] +
+ i [0l — Or] —
— e [Bu(6) — B (0] + o
+ PSR (B0 — Br ] — -
= Jim, {53y (00— On])+
+ ey 00 — 0u®] = - }.

Diese Form der Wirmeleitungsgleichung kann auf eine
andere Art gewonnen werden. Der Nachteil ihrer
praktischen Anwendung liegt an der Bestimmung des
Grenzwertes.

1.7. Lésung des Problems nach der Galerkin-Methode

Es soll nur bemerkt werden, dal man durch die
Anwendung der Galerkin-Methode auf die partielle
Differentialgleichung (1) mit gleichen Rand- und An-
fangsbedingungen das gleiche Ergebnis bekommt wie
mit dem Ansatz (50). Da diese Methode nichts Neues
zu dem behandelten Problem liefert, wird dieses Ver-
fahren und seine Ergebnisse nicht ndher diskutiert.

1.8. Niherungsformel zur Berechnung
der Zeitkonstanten 1, der Funktion I

Fir die Zeitkonstante ; soll jetzt eine Formel an-
gegeben werden, mit deren Hilfe jene in vielen Fillen
mit gentigender Genauigkeit berechnet werden kann.

Aus dem Koeffizientenvergleich der Ausdriicke (53)
und (33) folgt:

s 2
Z Tn ~ v — (1+p)’V (PI(O)
= 0t T 223(1 + p) 22 1!
S ) e o e LIS
Lot BRI pE gzo1 ¥
i (12024 9p+2)p°
oot o 2F51+p)P
—_— (1+p)’V 11
=gty ¥ (0) (54)
i 7, (18p*+ 93p*+42p + 7)1t
ot -~ 21334 5(1 + p)t
14
= — 0B 41 (0)
i T (891p* -+ 1464p° + 999 p* +
= ot ~ 218355.7 X
+330p+44)*  (1+p)v v
X (1Fp)p =55 7 (O

Aus dem ersten Ausdruck (54) folgt dabei die erste
Naherung der Zeitkonstanten f2;; des instationiren
Wirmeflusses bei zeitabhidngiger Randbedingung.

Das System der Koeffizienten (54) kann man wie
folgt schreiben:

praa— =K, (m=2,3,4,...) (55)
n=1
oder

Z T;”-: me+ I{m+1 . (56)

n=1

Mit entsprechendem K, und K, ., aus (54) folgt, fiir
m =2>5, aus (56):
115

(,OK5+K6= Z ng mx

n=1 (57)
 1638p° + 3735 " + 3810° -+ 2145p° + 660p + 88
140 :
Man unterscheidet zwei Fille, namlich:
o0
a) oK+ K¢=>18<1. (58)
n=1

Dann sind alle 7, =<1. Da 7, >1,,, ist, kann man z.B.

die fiinften Potenzen hoherer 7, vernachlissigen und

erhilt niherungsweise

T =28 X
5/'1638p5+3735p4+3810p3+2145p'~’+660p+88

X ] 140 :

Auf diese Weise 1af3t sich mit Hilfe der Formel (59), in
der die beiden Parameter » und p des physikalischen
Systems enthalten sind, der 7,-Wert berechnen.

b) wK, +Kg>1.

(59)

(60)

In diesem Falle ist im allgemeinen die Grofenordnung
von T,, d.h. 7,=:1 nicht bekannt.

Mit dem aus einem konkreten Brennelement stam-
menden Beispiel w K -+ K, =1,582 wurde fir 7, mit
der TFFormel (59) eine sehr gute Genauigkeit erreicht
(7, =1,096, 7,=0,371, 7,=0,183, 7,=0,108 sec etc.,
fiir » =19,64 sec und p =1,87).

22*
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Hieraus 148t sich folgern, dafl auch in Fillen mit
=1 und ok, + K, ,>1, jedoch 7,<1, in der
Formel (59) noch eine sehr gute Néherung fur 7, er-
zielt werden kann.

2. Der Fall zeitlich und rdwmnlich
verinderlicher Wirmequelle

2.1. Lésung des Problems in der komplexen Bildebene

Die partielle Differentialgleichung der Wéirme-
leitung — mit gleichen Annahmen wie in (1.1), jedoch
mit dem Unterschied, dal die Wiarmequelle W aufler
von der Zeit noch von der Ortskoordinate + abhingt —

lautet:
1 o0(nt 20 (r,t 1 66 7,
(7‘ ) (" ) - ér )

A W(r,t)
at ot or? :

T

(61)

Die Laplace-transformierte Gl. (61) mit der Anfangs-
bedingung 8(r, 0) =0 hat folgende Form:

8 ) &2 O(r,s) 1 606(rs) (1 8)

a? Or.8) = Tt Ty e T Y
Es ist nicht moglich eine allgemeine Losung der
Differentialgleichung (62) in der komplexen Bildebene
anzugeben, wenn die Wirmequelle eine beliebige
Funktion von r ist. Im folgenden wird daher ein
spezieller Fall untersucht, der fiir praktische Zwecke
der Reaktordynamil brauchbar ist.

Durch Selbstabschirmung tritt in den Brennstiben
eine ungleichméfBige, von der Zylinderkoordinate »
abhingige Wirmequelle auf. Der Zylindergeometrie
wegen setzen wir den rdumlichen Anteil als Bessel-
Funktion an:

(62)

W(r, sy =KW, (s) Io(r)
mit x = reziproke Diffusionslinge,
W, = Wérmequelle lings der Stabachse (W(0,s)),

K = eine Konstante (Korrekturfaktor fiir diinne
Stédbe).

Fiir diinne Stéabe ist, wie bekannt, die Anwendung der
Diffusionstheorie nicht zuldssig. Wird einmal die Form
des Neutronenflusses nach der Transporttheorie be-
stimmt, so kann man den Warmequellenterm wie folgt
schreiben:

(63)

Ip(Fry) 1
W A W — W,
(r, 5) = Ty (Fry)— o(s) Iy(zry) —1 w(8)+ (642)
_I (/70) U/Kn — W (S):I IO (E') 3
wobei W, = Warmequelle an der Staboberfliche,

#[m™] = eine Konstante, die so bestimmt ist,
daf} der Mittelwert von W nach (64a)
mit dem der Transporttheorierech-
nung iibereinstimmt.

Der Wiarmequellenterm (64a) ist eine lineare Kombi-
nation der Terme von (63) und (1). Im weiteren wird
jedoch nur der Ansatz (63) als charakteristischer Fall
behandelt.

Die allgemeine Losung der leferentlalglelchung
(62) mit Quellterm (63) ist:

wfo

o, s):w@n(s)—}— [10(7”) -
. (64)
Io(a']s)lﬂ } K W, (s)
T ongrs )] s —ary

Fiir » =0, d.h. fiir gleichmaBig verteilte Warmequelle,
sind die Losungen (7) und (64) gleich, d.h. (7) ist ein
Sonderfall von (64).

Aus (64) und der Randbedingung (8) folgt:
E1,(178) Op(s) + [x1, (x7) I,(1V3) —

O, (5)= ET, (}vs) —
I K Wy(s
- %S I (198) Io(eery)] VuCuls —(/)2a;) (65)
s :
— B

Wenn man wieder die Mitteltemperatur &, (s) gemaf
(10) benutzt, ergibt sich aus (64)

Iy (179) Oule) + | 13y L 0179) Tere) —
O, (s5)= '

2
] KW]’/()

YuCu (s —#2a?)

X

) o

(66)
—_— I (l/‘V S)

F To
<1, (173)

Eliminiert man jetzt &, (s) aus den Gln. (65) und (66),
so bekommt man:

o oy BT
KWs) (s —ntat) 7" x
Yulu 7]TI (7o) []/311(]/’7T§) P'_WZ"EIO(]/’?’TS)] +
XISV, (Jvs) — Baly(173)] 9, (s)+

+ xa?I (v s) [Emkll(ﬂ'o)]
(s —=*a®) X
T VL () TS Ly (78) — aB L, (19 5)] +

X xa® EI (}73)
@ T, (VBT (o) — L Gerg)] O

Um die Wirmebilanz durchzufiithren, ersetzt man in
(67) die Warmequelle W,(s) in der Brennstabachse

durch die mittlere Quelldichte W(s), die wie iiblich
definiert ist als

W( gISEV /] xryrdr. (68)
Aus (67) und (68) folgt dann
e g UAAA{
1\~7o
(iﬁz Tolzr) 7o /2) + 70| I (173)
2 Lixry)
rox Ouls) 1 (69)

_ 72]5” I(Jvs) — Eary Vs, ('vs)
2Ea?(s — a?x?) X

R

Op(s).

% I,
-+ [ros+2a-E( 90 T

4

A\A

x4y (v
x I, (J8) — Ear, 31, (J79)

Die Losungen (13) und (69) sind nunmehr vergleich-
bar: fiir » =0 geht Gl. (69) in Gl. (13) iiber, was auch
zZu erwarten war.

Um das vorliegende Problem weiter behandeln zu
konnen, wird aufler » und p noch eine dritte Kon-
stante y eingefiihrt, die folgendermafien definiert ist:

_ Tox Lo(xro)

2 I(x 'ro)

(7'0 x)?

t+—g - P=xytaw,  (70)
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wobei

71
FluBdichte an Brennstoffoberfliche (71)

= "Mittlere FluBdichte im Brennstoff

der bekannte Absenkungsfaktor (disadvantage factor)

ist, wahrend man dem anderen Summanden die Be-

deutung

g P
8

Wirmestromdichte im Brennstoff

= Wirmestromdichte in der Gasfullung

(72)

zulegen mufl. Um dies einzusehen, erteilt man vor-

iibergehend dem Brennstab einen Halbmesser 7, :]/2/}:
und nimmt in beiden Medien den gleichen Temperatur-
gradienten 40 an. Dann ergibt sich fiir y;, der physi-
kalisch leicht zu deutende Ausdruck:

Mit den eingefiihrten Konstanten kann man die
Gl. (69) wie folgt schreiben:

W
K?’;Cu SQu (8) + —
2% sIl(]w’u 8} — 1w [2.911(]’v sy + ﬂ’;—é I0 (]/Ts)]
+ . P X

Vsl (e — 2 (x — 3 s) Lo )
8
2 (s o ZW) L (173)
X @u (8) - " X
1781, (178) — 2 (x — 2; s)Il(]’ﬁ‘S)

X @R(S).

Durch eine Umformung kann der Gl. (73) ein dhnlicher
Aufbau wie Gl. (14) erteilt werden:

W(é‘)
K Yu cu

+

= SQU (8)+

251, (/73)
Vs, (frs) — 2 (x - s) L,(/59)
(e — 1) 25 L (9 s) — mr%m-’ (1s)
—6Op(s )] + v X
Vs, (i) — 2 (x -2 s) L(vs)

I:@u (8) -

(74)

16
XW-'_V"II(]‘/R)
X Oy (s)+ — P

V78I, ()/7s) — 2( y— ,Z;’,’, s) L()vs)

Or(s).

Die TFunktion, die mit der Temperaturdifferenz
O, (s) — Oy (s) multipliziert ist, weist eine &dhnliche
Form wie die Ubertragungsfunktion ¢(s), Gl. (15),
auf, namlich:

— 28I ()v 8)

p(s)= (75)
Vo sIo(|vs) —2 (x -2 s) I,(/73)
mit dem Spezialfall
lim g (s) =g (s). (76)

Der wesentliche Unterschied zwischen den beiden
Funktionen ¢(s) und ¢(s) ist ihr Grenzwert (Aus-
gleichszustand):

lim (5) = (77)
hingegen
8
lim g (5) = 1 (78)

Aus (77) und (78) folgt, daB @, und &, nicht mehr die-
selben Ubertragungsfunktionen haben:

2y s L (1V$) — 2w [28-’1 (1vs) + 81vs Iy(1'7 S)}
pv
p(s)=-

, (79)
Vsl — 2 (x — B o) L479)

2 (s - % ZW) I, (17s)

P(s)= (80)

WrsLyvs) —2(x — B ) L)

Die Wirmeleitungsgleichung in der komplexen Bild-
ebene lautet:

) - =56,(5)+(5) 00 (6) — 5(5) Onls). (81)
lim & (s) = lim & (s) = o 2W (82)

s—0 s—0

vp(r—1)
Die anderen Eigenschaften der Ubertragungsfunktio-

nen ¢ und (77 sind gleich denen bei der Funktion ¢
bereits betrachteten. Es ist einfach zu beweisen, daf}

. .= 8
Mmee=ine0=sagy, )
da
iw_ _ P
11_)11} y—1 14p° (84)

Um die Warmeleitungsgleichung (81) physikalisch
etwas deutlicher interpretieren zu konnen, ist folgende
Schreibweise zweckmaBig:

Byt =~ 3 0]
178 ,(17s) — 2 (1 - %’l )1 (179)

X O, (s)+
Prsly(vs) =2y — B o) (179)

(85)
. g
N 2(8— e ZW) 11(1’7'"79) y
Vsl s) — 2 (x = 4 s) L)
X [@u (8) - @li (8)] ;
oder in abgekiirzter Form
W
) )0, (5) + g* ([0, () — Oute)]. (56
wobei
"(S— : /CII)I (179)
PH(s) = ——— T (8D
TvsIy(lvs) —2 (/ —3 s) I, ()vs)
®o(8) g ‘
(s — ’p,","llf’) []/v sIy()vs) — e s) L s)] (88)

)I(I'us ]

2(1-
V7S Lo (178) — 2 (,, — ,%
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Die Grenzwerte sind:

lm )= 727 35 ©
Jim g (s) =0 (90)
und
lim lim g*(9)=lim g ()= S (O
lim o (s) =s. (92)

Damit wurde eine Ubertragungsfunktion ¢*(s) fir die
Temperaturdifferenz @, (s) — Oy (s) gefunden.

Eigenartig ist das Auftreten der Funktion ¢,(s),
die im Grenzfall (92), d.h. bei gleichmiBiger Warme-
quellenverteilung, mit dem Wéirmespeicherungsterm
iibereinstimmt.

Die Funktion @q(s) wird nun aufgeteilt in den
Wirmespeicherungsterm s und in eine Ubertragungs-
funktion der Temperatur @,, d.h.

‘Po(s) =S +‘Pu(3) s (93)
Pu($) . . I
2y = Do+ ST Ry — P s Iy | g

Vs I, ()is) — 2 ( -2 s) L)
Die endgiiltige Form der instationdren Wéirmelei-
tungsgleichung mit zeitabhingiger Randbedingung
Op(s) und zeit- und ortsabhingiger Wéirmequelle

Kﬁ{)(s) Iy (x7) lautet somit:

W)
Kyycy =8+
2|ty =)o+ 27| 1) — STy, )
+ - X
Vs Ly (s) — 2 (z —-2 s) I, (J75) 95)
2 (S — % Z”r‘) Il (Vﬁ)
X Ou (S) + - L v X
Vo) —2(z — B s) L)
X [0, (5) — On(s)].

Aus (90) folgt, dafl die Ubertragungsfunktion ¢, (s)
nur im instationdren Teil des Vorganges zur Wirkung
kommt, d.h. im Ausgleichszustand ist g, =0. Aus (95)
kann man entnehmen, daB es nicht moglich ist, wih-
rend des instationdren Teiles des Vorganges bei zeit-
abhingiger Randbedingung und zeit- und ortsabhin-
giger Wirmequelle die aus dem System abgefiihrte
Wiarme F,; durch die Temperaturdifferenz 6, (s) —
Ox(s) allein zu erfassen, sondern hier muf} zusatzlich
die mittlere Temperatur des multiplizierenden Medi-
ums herausgezogen werden. Dasselbe lautet, in Formel-
sprache ausgedriickt:

T = 0u(9)0,() + ¥ (5) [0, (5) — Br()]. (96)

Im weiteren werden wir uns mit der Riicktrans-
formation der beiden Ubertragungsfunktionen g,(s)
und ¢*(s) und mit der Ableitung von Niherungs-
formeln befassen, die ein méglichst gutes Bild tiber den
physikalischen Vorgang vermitteln.

2.2. Losung der stationdren Wirmeleitungsgleichung
mit ungleichmdfig verteilter Wirmequelle

Zur Kontrolle des Grenzwertes (89) wird die
Differentialgleichung (61) fiir den stationdren Fall
betrachtet, d.h.

Phoo(r) | 1 dbo(r) KW,
dTZ + dT = A-uo IO (x T)
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (97)
ist

(97)

K W,
Oco (r)=— Z.uxg Iy ()¢ Inr—+c,. (98)
Mit der Bezeichnung
oo (r)lr=l'o: 6°°r.,
und der Randbedingung
d0co(7) .
ar oo™ 0 (99)
ergibt sich aus (98)
Boo (r) = & W° O [Iy(rg) — Io(xr)]-+ Ocory.  (100)
Die weitere Randbedlngung
00| 4
ar |rer= " rop (Ocoy, — Ocor), (101)
ergibt
_rp W
Boop, = §K 7o, -+ Oeor (102)
mit
Wxn
K Ty (o)

Bildet man den Mittelwert (w, der Temperatur
0 (r), wie er in (10) definiert wurde, so folgt:

Boor, = (103)

w
SXW( +ZW Z) Ky Cu +0°°u

" Eliminiert man e, aus (102) und (103), so bekomm¢t

man die gesuchte stationdre Losung der Differential-
gleichung (97):

W8

Kyycy vp x—1 o
Die Richtigkeit des Grenzwertes (89) ist damit be-
wiesen. Eine Kontrolle der Grenziberginge s—0
mittels direkter Losung der stationdren Wéirme-
leitungsgleichung ist tiberhaupt stets zweckmiBig.

Boog) - (104)

_ 2.3. Riicktransformation
der Ubertragungsfunktionen @, und @*

Die beiden Ubertragungsfunktionen ¢, und ¢*
sind meromorph und in der Umgebung von s =0 ein-
deutig. AulBerdemn besitzen die beiden Funktionen die
gleichen Pole, da die Nenner gleich sind. In s =0 liegt
keine Singularitit vor, was aus (89) und (90) zu ent-
nehmen ist.

Fiir die Ubertragungsfunktionen g, und @* werden
entsprechende Partialbruchreihen wie fiir die Funk-
tion @ angesetzt:

a
p*(s)=ap+ >’ T (105)
né-’l s+ 97—21~
v
ad b
Pul8) =bo+ D' . (106)
né-’l s+ -Q"ZL
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mit: Die beiden Ubertragungsfunktionen ¢* und ¢, kénnen
— s Io()is) — 2 (7 . 1;1 s) L(w9), (110) somit folgendermafBlen geschrieben werden:

i w8 4

| *(g)=H — X
wo=2(s— Sy )ngre, oy T 2=T e vt
. pv / - SZW + 52
; 8], P -
#u(s)zz[(m— 1)st x G . _
by LAY __ P
8 oo (112) n= px+1 + 8% + 16 (px L 1) on 191
(v s) — =L s Iy()rs). s 1) (121)
o . T R D "
Der Differentialquotient von (110} ist - 8w I 5%) 5
o7 = 1
dy* . g
B (B vsr1-2z) 37 A M=) . P . &
(113) Tpy I T I8 (pyrt1) o7 »
X IO (]/’ﬁ) | [ (4 P } V‘V s (8) _ _é(,z_f 1) )
Pu v(px+1)
Aus (108), unter Beriicksichtigung von (107), (111) Saw | e
und (113), folgen die gesuchten Koeffizienten a,,: i ) P + Ou _
Syw ”:1_4.}1(1—1) + 982+ _r o4
. 4 ( p" +01z)u» px+1 = 16 (px+1) e (122)
GET D) 400, L, O da=
Tyl T O G, ) O » (pr+1) S
Auf dhnliche Art wie die Koeffizienten a, werden die s i ( P + ‘n) o 1
Koeffizienten b, aus (109), (107) und (112) berechnet: = 4 —1) 4B »* s o
pr+1 T T B 0T

81w
L 4( —1 ( p +kn)9n ) (115)
n— 3 .
P (py+1) 4z(x—1) +oi P 5
pr+l TH T gy O
Zwischen den Koeffizienten &, und b, besteht eine
Proportionalitit:
bn:(x'—l)dn (116)
Die beiden Grenzwerte sind:
lim G, = — % (117)

wRpt
Dieser Grenzwert ist dem bei (27) gefundenen gleich.

64

lim bn—'—?})—{(x—l). (118)

Dn_’ &)

Es bleiben noch die Koeffizienten @, und b, zu
bestimmen, die dem Ausgleichszustand des Systems
(s—0) zugeordnet sind. Den ersten Koeffizienten be-
rechnet man aus (89), (105) und (114). Das Ergebnis

lautet:
>~ _ w8 4
DT 41 py Tzt "
S;W Lo (119)
XZ 41(1—1)+ . P o '
py+1 o 6(py+1) °"

Der zweite Koeffizient laB3t sich aus (93), (106) und
(115) bestimmen:

4(z—1)

0T pipy+1) < l
85 .
o Sy g (120)
x> /B
dy(z—1) i
e W A A A S T
pr+1 T 16(pr+1) "

Nun werden weitere Konstanten zur Abkiirzung ein-
gefiihrt:

&= m , (123)

7,= 51{ (124)

p= 8;:‘ = a2, (126)
Hierbei gilt: 11111 W =w; hm Ty =Ty hln§ 0 und
o

Nach Riicktransformation der Ubertragungsfunk-
tionen (121) und (122) in die Originalebene erméoglichen
die so eingefiihrten Parameter des Systems eine Unter-
suchung vom physikalischen Standpunkt aus und
erhdhen die Ubersichtlichkeit.

* +pr %) T1}
Pr(s)= pt - Z vw—i—vrn—i—.fr
3 o 147, BN - (127)
x”= vw+vT1L+ET2 S+ ’,;,1'" ’
Tn
_E (L+pn),
) = 2 ettt e T
_EQ dwpn, o1 (128
7 ];1 vao+vT,+ 5T s+>:17
T

Aus dieser Schreibweise der Ubertragungsfunktionen
@* und ¢, erkennt man ihren linearen Zusammenhang:

Pu(8) = — L) g*(s) —p. (129)

Daraus folgt, daBB die Greensche Funktion ¢, aus der
Greenschen TFunktion G* gemiB (129) angegeben
werden kann.
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2.4. Riicktransformation
der Wdarmeleitungsgleichung (95)

Das behandelte Problem wird durch die folgenden
beiden Greenschen Funktionen beschrieben:

*(t) =€ {g* ()} (130)

Gu(t)ZG—l {(pu(s)} (131)

Damit koénnen wir die ricktransformierte Wéirme-
leitungsgleichung (95) schreiben

7@ = éu(t) + Gu(t) * eu (t) +

Kyucy } (132)
+ G*(8) * [6,,(t) — O (£)]-

Die Integralkombination (Faltung) der Funktionen
0 (t) und G () hat die einfache Form:

(A+u%) T
9o Fonen 0 ]
et ] (133)

0,.(7) e—?—"_dr,

_ 1 3 (14+p%) 7T,
it S
Eow 14+ u%, (134)

Y o votvi, +ET]
¢ ¢ T

Xe ;f[ﬁu(r)—OR(r)]eEdr}.

0

Die Faltungsintegrale (133) und (134) werden partiell
integriert:

G, +0,0 =5 > AEaIl

*(t) %[0, () — Op(t)]
= 7i— {M [0.() — Or(H)]+
14
E o (L+u¥)it., = (136)
+?Z Z;-ern +&73 x

T

(7)] ?sz}.

f gz [0u(®)

Die Faltungen (135) und (136) werden zum Schluf3
zwecks Elimination der Integrale durch ein Differen-
tialgleichungssystem ersetzt. Hierzu werden — #hn-
lich wie bei gleichméBig verteilter Wirmequelle —
Funktionen I* (¢) definiert, mit deren Hilfe die in die
Originalebene riicktransformierte =~ Wirmeleitungs-
gleichung (95) geschrieben werden kann:

W)

Be. — Oul) =" 21 [0, — 0p ()] +

& - (1+I‘%n)%n 77
W) 24 75 Fotat b7 O

+

E 5 (4ut)i
T 2 e, rer el
ﬁ O+ 7 L) =#[0.) — 0(8)]

- (137)

~

T:,<t>+rn L) =%,[0,(t) — 6 ()]

%1 eu (t)

. g\.:z

()—HJ’ (t)=

B+ 500 =%,6,0

(n=1;2;...).

Die gesamte Wirmeleitung EG (t) des multiplizierenden
Mediums, die durch die 0p-Kontrollfliche hindurch-
geht, ist:

Bolt)= ;‘Wl [0u(t)—

x—l) Z

XS Bt tEE

wobei die Funktionen IN;l und IN;'m durch die Differen-
tialgleichungen (137) definiert sind.

Der ,,stationdre Anteil”“ der abgefithrten Wérme-
leistung, dhnlich (36), hat folgende Form:

O (t)]+

A4 uTy) i,

v v T, +ETL I;‘(t)+

(138)

~

B @)= [9 — Or(8)].

Die Ausdriicke (104) und (139) sind identisch, wenn
in (139) die Temperaturdifferenz 0,(f) — 0y () zeit-
unabhéngig ist.

Ist in einem System (wie in Abschnitt 1) die Be-

dingung erfiillt
~ Ay
4,
o=@ l/ YuCu

so kann man das Differentialgleichungssystem (137)
in Form von Wirmeleistungstermen schreiben:

(139)

(140)

Bety=Bm+
5 l(_l)m_l[ﬁi»w (t) — P (0)] gﬁm ")
+ 2 (=1 (PR () — B (0)] 3 Qunr ™,
wobei
N o -1
Qn= Z 2, = Sprt1) }‘X
a 2px+1)  aw
n=1 . (1+#% )% (142)
n n
X Z P St ey 2
5~ X o . Y (x—1)
Orm ’—7;1 Lop= 2px+1)  aw (143)
i (1 'f",u %n) ?127,
X 2 vaTeh FEE
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Zwischen den beiden Zeitkonstanten besteht eine
einfache Proportionalitit:

Q= —1)2y,. (144)

Es bleibt noch einer der obigen Ausdriicke zu definie-
ren, namlich:

W, -
Brt)= f_ [0,,(t) — O,

2l (145)

wobel

61?0 = Anfangswert auf dem Rand. Im vorliegen-
den Fall wurde 0, =0 gesetzt.

B,p = ,stationdrer Anteil”“ der abgefithrten Wir-
meleistung bei konstanter Randbedingung

Entwickelt man die Terme der Gl. (95) in Potenz-
reihen nach s, zu deren Konvergenz die Bedingung
(140) erfullt sein muB, so stellt man zwecks Koeffi-
zientenvergleich die beiden Faltungen auf folgende
Weise dar:

G* (t) * [0, (6) — Op ()= (0 — Op)  “y +
. £ 3 (+um)T
OO0 oy 2 a6
5 £ o (+pt)%H
— (0w = Or)— = 7;1 VB I, L ET
£ N (+p)t (140
0, T
+ (0 —0n) 1=l S B +vg,+ET T
——zEL-Is-lo{(e"— 0_1{) Yﬁ*’i"'f‘(éu_ éR)X
E oo (+pi)E
X =1y 1;111%—{—11?71—{—5?_,2:_.”}’
g £ (4uE)E
Gut) * 0, () =0, — n;l VBTFrE,tER
5 & & (1+u%) T
_0“?,;1ﬁ+v%n+5r%+
147
|0 _E_Z_(l‘f‘/‘?n)%gi _____ ( )
T 1.4 @ +vT, +ET
. & = (1+/‘%n)%12z
—zgrfo{o"?,;%ﬂﬂ??ﬁ_ a }

FEine unbeschriankte Differenzierbarkeit der Tempe-
raturen 0, und 0; mufl in (146) und (147) voraus-
gesetzt werden. Diese Bedingung schrinkt die An-
wendbarkeit der beiden Ausdriicke weitgehend ein.
Man benutzt diese zweite Methode (Reihenentwick-
lung), da man doch brauchbare Néherungsformeln zur
Bestimmung der ersten Residuen der Ubertragungs-
funktionen bekommt, wenn man mit dem Ergebnis
der ersten Methode (Residuen) vergleicht. Dabei er-
ibrigt sich die Bestimmung der Wurzeln der Gl. (107),
die nur etwas miithsam numerisch mit Hilfe von Bessel-
Funktionstafeln moglich ist.

Aus (129) geht hervor, dafi es ausreichend ist, nur
eine der beiden Ubertragungsfunktionen ¢, bzw. ¢*
in eine Reihe zu entwickeln, da die Koeffizienten der
anderen sofort aus der ersten angegeben werden kén-
nen.

Die Reihenentwicklung der ¢,-Funktion mit
einigen ersten der berechneten Koeffizienten hat
folgende Form:

~ 0

Py (S) :do +nz n'sn’

=1

(148)
dy =0

29

1
1S =T [ +1—x) 2+ 2]
Y v

% = FapG 17
X[Br+1—0)2*+32xw+1—x) o+ (x+2) xw)]

X

~ 2

3. Die maximale Temperatur des Brennstabes
bei instationiiren Vorgiingen

3.1. Die Ableitung der Ubertragungsfunktion
der maximalen Temperatur

Die maximale Temperatur des Brennstabes ist
einer der Grenzwerte fiir die Anlage. Thr dazugehori-
ger Gefihrdungswert wird je nach Art des multi-
plizierenden Mediums angegeben, z.B. Schmelz-
temperatur des UO,== 2750° C.

Im vorliegenden wird aus der partiellen Diffe-
rentialgleichung der Wéirmeleitung (1) mit gleichen
Anfangs- und Randbedingungen wie in 1.1 ein exakter
Ausdruck fir die maximale Brennstabtemperatur
gesucht.

Setzt man in Gl. (7) » =0 und bezeichnet
O(r, 8)lr=0=Op(s)

als maximale Temperatur des Brennstabes, so be-
kommt man folgenden Ausdruck:

Wisy _  Iy(}79) (s) — 1
syuey  ILp(yps)—1 "™ I()rs)—1

0,,(s). (149)
Um 6, (s) und SI:”(Z)

6, (s) und Oy (s) zu ersetzen, benutzt man die Gln. (9)
und (12). Die Elimination ergibt:

in der letzten Gleichung durch

O (s) = Oy (s) +
21,(j75) — 73

+
Vs Iy()5s) — 2 (1 -2 s) Lgrs  ( (150)
X[0,(8) — Og(s)].
Die hier auftretende Ubertragungsfunktion
P (8) = 2L,(v5) s (151)

I, (e —2 (1 -z s) 1,79

hat die gleichen Pole wie die Funktion ¢(s).

Die Gl. (150) ist physikalisch leicht interpretierbar.
Ist die Bedingung (39) erfillt, so kann man ¢, in eine
Potenzreihe nach s entwickeln, d.h.

Pm(s) =co+ ZIC“S"'. (152)
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Ihre ersten Glieder ergeben sich wie folgt:

‘ 1 (2p+ 1)»
4 R VS TR

(1P +1p+3)°

s+

+ T (p L 1) §* = (153)
_ (175 4 17858 4 125p 3000
P51 1)
Aus
. 1
lim g, (s) = TR (154)

erfolgt die stationdre Lésung von (150)
1
0(0)=0,(0)+ 1 [6.(0) — (0], (155)

was dem Laplace-transformierten Ausgleichszustand
entspricht.

3.2. Riicktransformation der instattondren
Maximaltemperatur des Brennstabes

Zum Zwecke der Riicktransformation der Uber-
tragungsfunktion wird .eine Partialbruchreihe an-
gesetzt:

& dy, i (8) =
:d ¥ — m 1 6
¢m(8) 0+n;1 s+i)2l_ w‘m(s) ( o )
v
mit
M (8) = 211(1/'”—8) - l/’V_S und  y,,(s) =yp(s)
aus Gl. (20).
Die Koeffizienten d, bekommt man aus
_ i (S) _
dn - dw(s) o . (107)
ds [F°7 %
Durch Umformung ergibt sich
8 [2J,(0x) — onloh
d,=— . (158
S (R T e PATR R T e AT

Benutzt man die Bestimmungsgleichung (22), so er-
hilt der Ausdruck (158) eine ganz einfache Form:

9 _ on
2 J1(on)
d, = LW 159
n 'y(p+ 1) 1 + 2 92 ( )
y ¢

Zur Bestimmung des Koeffizienten d, benutzt man
(154), (156) und (159). Das Ergebnis lautet:

_@n
Jilen)

w L
Bl 2a)a

1 2

o= T ~ 41

(160)

Die Greensche Funktion der maximalen Tempe-
ratur des Brennstabes wird mit G,,(t) bezeichnet:

G () =C{@,.(5)}. (161)

Die riicktransformierte Gl. (150) erhdlt durch Aus-
fihrung der Faltungsoperation die Form:

O ()= 0,00+ -1 {[eum —0r ()] —
o] 2 — on - o7
—92 A e v tx (162)

w
n=1 (1 + 795) on

¢ o3
X f%[eu(r)—eﬁ(r)JeT dr}.
0

Benutzt man die Temperaturfunktionen I, (¢) wie in
(48), so kann der Losung (162) nach Umformung ihre
endgiiltige einfache Form gegeben werden:

(6= 0 (0)+ -7 [0u(6) — 0 (0] +

8 S n
+ v(p+1) Z [ZJI(Q") —I]QHI:I.(t)

n=1

. . . > (163)
ll(t) + 11111(':) =7 I:Gu(t) - BR(t)]

]711,(” + 7 ]?L(t) = TILI:O.ll(t) - H.R (t)]

Aus (163) ist zu ersehen, daBl man bei instationdren
Vorgédngen nicht nur mit dem iblichen ,,stationdren
Anteil” der maximalen Temperatur

s ()= 0 ) + 52 [8u(0) — O]

rechnen darf, sondern das Differentialgleichungs-
system (163) zu verwenden hat, das die physikalischen
Vorgidnge exakt beschreibt. Man wird sich bei der
Anwendung auf einige wenige Differentialgleichungen
beschrinken. Den durch die Vernachlidssigung der
restlichen Differentialgleichungen gemachten Fehler
kann man mit beliebiger Genauigkeit abschitzen.

Es wird noch auf das Auftreten des Ausdruckes

(164)

&n

R AT (165)
in (163) hingewiesen, der die Vorzeicheninderung der
einzelnen Summanden zur Folge hat. Die Folgerung
daraus ist, dal bei der Wahl der Anzahl der Glei-
chungen im System (163) die letzte Temperaturfunk-
tion mit positivem Vorzeichen versehen sein soll, da
man sich nur dann auf der ,sicheren Seite’* der Ab-
schéitzung befindet.

Anders war das Verhalten des Ausdruckes (47),
wo es sich um eine monotone Konvergenz an den
exakten Wert handelte. Im Falle der fiir die Maximal-
temperatur auftretenden alterierenden Konvergenz
erhoht zwar auch jeder Summand die Genauigkeit,
doch ist zu beachten, daf} jeder zweite Summand eine
Naherungslésung auf der ,,unsicheren Seite‘* ergibt.
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