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Uber eine analytische Darstellung des Neutronenflusses in Plattensehichtungen

Von Karvr-Hemnz MULLER, Ispra (Italien)!
Mit 3 Textabbildungen
(Eingegangen am 26. Februar 1964)

Zusammenfassung. Die direkte Methode der Variationsrechnung, wird sie auf die Boltzmann-Gleichung fiir den Neutronen-
transport angewandt, erlaubt die Konstruktion von analytisclien Ausdriicken, vermittels derer sich die Neutronenverteilung im
Reaktor auf iibersichtliche Weise beschreiben 148t. Fiir die eindimensionale Plattenschichtung werden drei fiir die Bearbeitung
von Abschirmfragen gut brauchbare Wege aufgezeigt und begangen.

Einleitung

Bei der Behandlung von Shielding-Problemen
nimmt der Spezialfall der eindimensionalen Platten-
schichtung einen zentralen Platz ein. Mit Hilfe der
direkten Methode der Variationsrechnung [1] 1a8t sich
fir die zugehdrige Boltzmann-Gleichung (B.G.) eine
analytische Losung konstruieren, die den wesentlichen
Vorzug gegeniiber einer numerischen hat: sie ist durch
einen geschlossenen Ausdruck darstellbar, der iiberdies
noch freie Parameter enthélt.

Wir gehen von der B.G.:

MP—8=p-VP+C(x,n)D— ()
— [ Cy(r,v",0) D(r,0") dv’ — S(r,0) =0
u -
aus mit v ={ v |=|v|R (d.h. ,Cartesische’ oder
w
»»Polarkoordinaten‘“-Darstellung des Geschwindigkeits-

vektors) und konstruieren fiir die eindimensionale
Plattenschichtung analytische Néherungslosungen. Es

1 C_.C.R. Euratom, T.C.R.

stehen hierzu verschiedene Wege zur Verfiigung. Wir
wihlen davon die uns fiir das Problem am besten
dinkenden aus.
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Abb. 1. Zerlegung des Geschwindigkeitsvektors in Axial- und

Radialkomponcente

a) Cartesische Darstellung (u, v)

Die spezielle Geometrie und die Orientierung der
z-Achse parallel der Oberflachennormalen erlaubt die
Darstellung der B.G.:

o
U +C(z,u,v) D
= nfng(x,u,’u,v',v) D(z,u',v')du' dv' + (2)
—+_ S(x, u,v )’
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wobel v=v24w? und du' dv dw' =2=xn ]/172?—? wobel
X d ]/v’2 +w'?. du'. Dicser Form der B.G. ist das wgp = [fu-pf (w,v)p(u,v) dudy;
Varijationsproblem: °
Si(x) = [[vi(u,v) S(z,u,v)dudv
O ffD* [ MP— S]dudy =0 (3) o
’ Pixle) = [[ O (@, w2) vk (w ) pplw,p) dudy y - (10)

aquivalent, wobel tber den gesamten Variations-
bereich b der Geschwindigkeitskomponenten zu inte-
grieren ist. Der iiblichen Prozedur folgend fiihren wir

den Ansatz:
N

= Z () i (u,v);
k=1

N
DH(x,u,v) = 3 @f () p; (u,7),

D(z,u,)
(4)

in (3) ein und erhalten durch die Variation @+— 3§ @*:
[[wi [M®— S}, dudv=0, d.h. (unter Verwendung

der Matrizenschreibweise):
P1
D@)=|: | (5
Px

do ()
Als AuswahMunktionen schlagen wir vor:

4“0 | B(2) d(2) = S(2).

W (,9) =k (w,9) = 5 (u2 +v) wnh

x, A ganzzahlig, y: bei x =0 vermutctes Energiespektrum.

7/ y/4 ar

Xo X7 Xe

Abb, 2, Parallelschichtung von mehreren in sich homogenen Platten

Im Spezialfall einer ecinzelnen in sich homogenen
Schicht ist B(z) =B =-const und die Ldsung von (5):

D (z) = e~ U B (e—m) x

@€ 6
X [D () + [ 4B E=20 4718 (8) d&]. (©)

Uber die Sylvestersche Formel findet man hierzu
leicht die korrespondierende Skalarform.

Bei einem System aus zwei oder mehreren (L)
in sich homogenen Schichten verkniipft man die fir
jede Einzclschicht geltende Loésung mit der ihres Nach-
barn durch die Forderung: Stetmkelt des Flusses an
der Trennflache, d.h.

Dy (%) = Dry ()5 Drr(zy); ... (7)

Die gesamte Schichtung denken wir uns in Luft oder
auch in einen starken Absorber eingebettet. Fiir den
Auflenraum geniigt der Flu3 den Abklingbedingungen :
li =0; li x) =0.
im @y(z)=0; x—»linoodjf‘"'l(r) 0 (8)

r—>— 00

Dy () =

Dies sind also unsere Randbedingungen.

Der Ubersicht wegen wollen wir hier noch die
Skalarform von (5) anschreiben. Die Integration
gemdl (3) und die Variation bringt:

N

2 le

k=1

d o
%ik dx

_I :B1k

(2 —nffffC’ z,u,u, v, v) wi (u,v) X

Xy (w', v )dudv dudy.

Bei der homogenen Einzelschicht ist C)(z, u,v) =
C(u, v); Cola, w', v, u, v) =0, (%, u, v, v), also f;; und

. I<onstanten. (9) stellt nun ein lineares Differential-
gleichungssystem mit konstanten Koeffizienten dar,
das durch elementare Exponentialfunktionen gelost
wird. Das Problem ist also auf die Auswertung von
Integralen zusammengeschrumpft.

b) Polarkoordinatendarstellung (K, u)
Dieser zweite Weg hat nur dann eine praktische
Bedeutung, wenn bei anisotroper Streuung ange-

nommen werden darf:
N

Cola, B By p) = 3 bi(w, B, B, ) X
k=1 (11)

X by (z, B E,u').

Im allgemeinsten Falle ist diese Methode etwas

schwerfillig. Das zu:

1z, B)D —

+1 E
_f f02(x,E/, E.w,u @@= E,u)dE du —
—1 «E
— S(x, B, u) =0

dquivalente Variationsproblem:

(12)

5[ [ @ [MO— S]dEda — 0

—o0 0

(13)
losen wir mit Hilfe des Ansatzes:

Z Pr(p

N

2 ok (@) it (2, E).
k=1

Dz, B, u) = Wy (x, E);
(14)

Qj+ (Z‘, E: ,u) -
Integration und Variation bringen nun:
[[ v MD—8), dE d =0,

41
(w) —_.{ Bp, ') @) dp = S(u),

d.h.
A(p) @

oder mit (11):
A(p) D ()

+1
=B'(u) [ B" (') D(u) du’ + S (u).

-1

(15)
Die Lésung ist gegeben durch:

+1
@(u):A-l{B'[J—fB" (W) A7 () B () dp'] ™ X
(16)

X fB” VA ) Sy il + S ).
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Bei der Errechnung von f7; empfiehlt es sich, die
Transformation

B’ =psin®, dE'dE =pdpdd

vorzunehmen. Dadurch gehen wir von den teilweise
variablen Integrationsgrenzen auf véllig fixe Grenzen
iiber. Der Integrationsbereich (E, E’) ist nidmlich
keilformig:

+1 o D5
Bix =_f{ dy’ d#ﬂf”f Cylo, 9, u', w) wi (psind, u) X

X y{pcosd, ') pdpdd

E = g cos,

mit

Colo, O p', ) = Co(B', B, p', ).

Bemerkung

Die hier dargelegten Methoden werden zu einem
leicht handhabbaren Hilfsmittel bei der Beantwortung
von Abschirmfragen, wenn die MaterialkenngroBen C;
und C, in Tabellenform vorliegen.
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