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Nach Erörterung der lonisierungsformeln für ein stationäres und ein im 
Übergangszustand befindliches Plasma mit oder ohne thermodynamisches 
Gleichgewicht wird nachgewiesen, dass für die praktische Anwendung dieser 
Formeln in besonderen Fällen die Einführung einer nicht-Maxwellschen Ver
teilungsfunktion für die Elektronengeschwindigkeiten erforderlich ist, weil 
die Elektronen aus dem Plasma entweichen können, ohne eine hinreichende 
grosse Zahl von lonisierungstreffern zu erzielen. Die Auswirkung sowohl der 
„Maxwell"- als auch der „Druyves teyn"- Verteilung auf die Anregungs-, 

E U R 3 9 6 . d 
R E P R I N T 

SPECTROSCOPIC T E M P E R A T U R E AND D E N S I T Y M E A S U R E M E N T I N 
T H E ABSENCE O F T H E R M O DYNAMIC E Q U I L I B R I U M by H.W. D R A W I N 
(Euratom). 
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After a discussion of the ionization formulae for both a steady-state and a 
transient plasma with and without thermodynamic equilibrium it is shown 
t h a t for the practical application of these formulae the introduction of a non-
Maxwellian velocity distribution function for the electrons is necessary in 
special cases, because the electrons can escape from the plasma without effecting 
a sufficiently high number of ionizing impacts. The influence of both the 
"Maxwell"- and the "Druyves teyn"- distribution on the excitation, ioniza
tion, and recombination processes is treated quanti tat ively. The modification 
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After a discussion of the ionization formulae for both a steady-state and a 
transient plasma with and without thermodynamic equilibrium it is shown 
t h a t for the practical application of these formulae the introduction of a non-
Maxwellian velocity distribution function for the electrons is necessary in 
special cases, because the electrons can escape from the plasma without effecting 
a sufficiently high number of ionizing impacts. The influence of both the 
"Maxwell"- and the "Druyves teyn"- distribution on the excitation, ioniza
tion, and recombination processes is t reated quanti tat ively. The modification 
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After a discussion of the ionization formulae for both a steady-state and a 
t ransient plasma with and without thermodynamic equilibrium it is shown 
t h a t for the practical application of these formulae the introduction of a non-
Maxwellian velocity distribution function for the electrons is necessary in 
special cases, because the electrons can escape from the plasma without effecting 
a sufficiently high number of ionizing impacts. The influence of both the 
"Maxwell"- and the "Druyves teyn"- distribution on the excitation, ioniza
t ion, and recombination processes is treated quanti tat ively. The modification 



Ionisierungs- und Rekombinationsprozesse wird quantitativ behandelt. Die 
Modifizierung der Ionisierungsformel aufgrund der Dreierstoss-Rekombination 
mit Übergang in angeregte Zustände wird erörtert. Es wird hervorgehoben, 
dass die normalerweise nicht bekannte Geschwindigkeitsverteilung der Elek
tronen durch Messung der Rekombinations-Kontinua von frei-gebunden-
Übergängen ermittelt werden kann. 

of the ionization formula due to three-body collisional recombination into 
excited states is discussed. I t is emphasized that the normally unknown velocity 
distribution of the electrons can be obtained by measuring the free-bound recom
bination continuae. 
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After a discussion of the ionization formulae for both a steady-state and a transient 
plasma with and without thermodynamic equilibrium it is shown that for the 
practical application of these formulae the introduction of a non-Maxwellian velo
city distribution function for the electrons is necessary in special cases, because the 
electrons can escape from the plasma without effecting a sufficiently high number 
of ionizing impacts. The influence of both the "Maxwell"- and the " Druyvesteyn"-
distribution on the excitation, ionization, and recombination processes is treated 
quantitatively. The modification of the ionization formula due to three-body 
collisional recombination into excited states is discussed. It is emphasized that the 
normally unknown velocity distribution of the electrons can be obtained by meas
uring the free-bound recombination continuae. 

Einleitung 
Jede spektroskopische Temperatur- und Teilchendichte-Bestim

mung bei thermodynamischem Gleichgewicht beruht einerseits auf der 
Annahme einer Maxwell-Verteilung der Elektronen (und Ionen) und 
andererseits einer Boltzmann-Verteilung der angeregten Niveaus. Beide 
Annahmen sind im allgemeinen bei dichten Plasmen nicht zu hoher 
Temperatur erfüllt. Weicht jedoch der Plasmazustand mehr und mehr 
vom thermodynamischen Gleichgewicht ab, so werden die Verteilungen 
der angeregten Niveaus mehr und mehr von einer Boltzmann-Verteilung 
abweichen. Außerdem übersteigt die Elektronentemperatur in den 
meisten Fällen die Ionentemperatur. Man nimmt dabei an, daß die 
Geschwindigkeitsverteilung der Elektronen eine Maxwell-Verteilung 
bleibt. Neuere Messungen von verschiedenen Forschern haben jedoch 
in letzter Zeit gezeigt, daß die Annahme einer Maxwell-Verteilung nicht 
in allen Fällen zulässig ist, sondern sich von einer Maxwell-Verteilung 
erheblich abweichende Geschwindigkeits\rerteilungen der Elektronen 
einstellen können. Diese neuen Geschwindigkeitsverteilungen der 

* Gekürzte Veröffentlichung des Rapports EUR-CEA-FC-1 78, Fontenay-aux-
Roses, Juli 1962. 
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Elektronen haben andere Anregungs und Ionisierungsprozesse zur Folge 

und beeinflussen damit insbesondere spektroskopische Temperatur und 

Dichtebestimmungen. Insbesondere geht die Geschwindigkeitsverteilung 

direkt in die Anregungs und Ionisierungsfunktion ein. 

Es wird das Abfließen der energetischen Elektronenkomponente aus 

dem Plasma diskutiert und gezeigt, daß ein merklicher Prozentsatz der 

energetischen Elektronen aus dem Plasma entweichen kann. Die Ge

schwindigkeitsverteilungen können sich damit einer DruyvesteynVer

teilung nähern. Der Einfluß dieser Verteilungen auf die Anregungs

und Ionisationsformeln wird näher behandelt und numerisch durchge

rechnet. Weiterhin wird die DreierstoßRekombination in angeregte 

Zustände quantitativ behandelt. 

Die auf dem Mercurycomputer berechneten Ionisations und Re

kombinationsquerschnitte für Maxwell und DruyvesteynVerteilung der 

Elektronen sind in umfangreichen Tabellen in 1  3 zugänglich, wo eben

falls weitere Einzelheiten zu finden sind. Im folgenden werden die 

wichtigsten Resultate der Untersuchungen mitgeteilt. 

Allgemeine Ionisationsformeln 

Solange in einem Plasma (lokales) thermisches Gleichgewicht vorliegt 

ist das Verhältnis der Teilchendichten n zweier aufeinander folgender 

Ionisationsstufen r und ( r+1 ) durch die bekannte SahaEggertGleichung 

gegeben 
2 Er — AEr 

S IT) = η''"ί"ε — 2 " r + i ( T ) {2nm0kTy jf— , » 
Λ ' vr ur(T) ' ' IP [ ' 

'31 mit nc, nr+1, nr= Teilchendichten [cm" 
ur ιι{Τ), itr(7') = Zustandssummen, 

Τ = Temperatur [°K], 
Er= Ionisierungsenergie [erg], 

ΔΕ,= Korrektionswert als Folge elektrischer Mikro-
felder [erg]. 

Numerische Werte der Gl. (1) für fast alle Elemente und Ionisationsstufen 
bis zu Ionisationsenergien von etwa -100 eV findet man in 4. 

1 DRAWIN, H.-W. : Rapport EUR-CEA-FC-178, Fontenay-aux-Roses, Juli 1962. 
2 DRAWIN, H.-W., and P. FELENBOK: Spectroscopical Quantities and Formulas. 

Interne Publikation der Assoc. EURATOM-CEA, Service Fusion Contrôlée, 
Fontenay-aux-Roses (to be pubi.). 

3 DRAWIN, H.-W. : Rapport EUR-CEA-FC-I90, Fontenay-aux-Roses (to be 
pubi.). 

4 DRAWIN, H.-W., and P. FELENBOK: Numerical Values of Saha-Eggert-Equa-
tions. Internal publication of the Association EURATOM-CEA, Fontenay-aux-
Roses, July 1962. 
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Die Gl. (I) ist nicht mehr gültig, wenn Abweichungen vom ther

mischen Gleichgewicht eintreten. Man hat dann vielmehr die elemen

taren Stoßprozesse einzeln zu betrachten und kann daraus dann im 

stationären Zustand (steadystate condition) zu einer Ionisationsformel 

gelangen, indem man die verschiedenen Ionisierungs und Rekombina

tionsprozesse miteinander ins Gleichgewicht setzt. In allgemeinster 

Form lautet die Ionisationsgleichung dann, wie man durch eine Betrach

tung des detaillierten Gleichgewichtes leicht zeigen kann 5 

Si(T) + 4π [v>f(v)$(v)dv 
w

r+i^«_ _ r̂ j„\ 

Q3(T) + ~(QR(T) + jQid{T*)$(v) dv\ 

ν 

mit Si(T) = totaler Ionisationsquerschnitt gegenüber Elektronen

stoß, summiert über alle Zustände n. 

ψ, (v) = differentieller Ionisationsquerschnitt für Photoionisa

tion. 

ö(j»)= Intensität des Strahlungsfeldes bei der Frequenz v. 

Qa(T)= totaler Rekombinationsquerschnitt gegenüber Dreier

stoßRekombination (einschließlich der kombinierten 

DreierstoßStrahlungsrekombination), summiert über 

alle Zustände n. 

QR ( T) = totaler Rekombinationsquerschnitt für spontane Re

kombination eines (r+1)fach geladenen Ions mit einem 

Elektron, summiert über alle Zustände n. 

Qid{T*) = totaler Rekombinationsquerschnitt für durch Strahlung 

induzierte Rekombination. 

T* = Temperatur des Strahlungsfeldes. 

Ist das Strahlungsfeld jedoch so stark verdünnt, so daß die Photo

ionisation gegenüber der Stoßionisation vernachlässigbar klein ist, so 

gilt unter stationären Bedingungen 

vr+lne _ 5,·(Γ) 

"' Q»[T) + 1 QR(T) 
n. 

(3) 

Diese Formel geht weiter bei vernachlässigbar kleiner DreierstoßRekom

bination im Falle geringer Dichten in die von ne unabhängige Ionisations

formel über 

», " QR(T) V ; 

5 DEWAN, E.M.: Phys. Fluids 4, 759 (1961). 
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GÌ. (4) wurde z .B. von BIERMANN 6 , LUST et al.7, WOOLLEY and ALLEN 8 , 

MIYAMOTO9 und E L W E R T 1 0 auf das Ionisationsgleichgewicht in der 

Sonnenkorona angewendet, und von KNORR 1 1 und SCHLÜTER1 2 auf die 

Berechnung des Plasmazustandes von Laboratoriumsplasmen übertragen. 

Liegt kein Gleichgewichtszustand vor, so hat man an Stelle von 

Gl. (2) eine von der Zeit / abhängige Differentialgleichung zwischen den 

verschiedenen Teilchendichten nr_y, nr, nr+1 und der Elektronendichte ne, 

die man durch die Betrachtung der einzelnen Ionisations und Rekom

binationsprozesse erhält, und die in allgemeinster Form lautet 

dt 
n,ShAT)+ ψ fWr(v)Z(v)dv 

v, 

neQ3, ,(T) + ~ (<2;e,,(T) + f Qiu¡ r 3 (ν) dv)| 

Ou 

~ j y>r-i{v)S(v)dv 

' V  1 

l(Q*.r + l( T) + fQiä.r .1 3(>·) dv)\ 

n„S i,r-l ' 

»,<?3 l(T) + 

In dieser Gleichung ist implizit die Temperatur T wieder von t abhängig. 

Gl. (5) ist z.B. von POST 1 3 , M C W H I R T E R 1 4 et al.15, BRETON 1 6 , sowie von 

SCHRADE1 7 auf den Aufheizvorgang von Plasmen angewendet worden. 

Da bis auf wenige Sonderfälle — z.B. Ionisation in der Photosphäre 

der Sonne und in Gasnebeln — der die Photoionisation enthaltene Term 

wegen der geringen Strahlungsdichte S(v) gegenüber der Ionisation 

0 B I E R M A N N , L. : Naturwissenschaf ten 34, 87 (1947). 
7 L U S T , [.., F . M E Y E R , E. T R E F F T Z U. L. B I E R M A N N : Z. Naturforsch. 17a, 259 

(1962). 
8 W O L L E Y , R. v. D. R., and C.W. A L L E N : Monthly Notices Roy. Astron. Soc. 

108, 292 (1948). 
9 M I Y A M O T O , S.: Acta Astron. Cosmophys . 2, 29 (1943); — Pubi . Astr. Soc. 

J a p . I (1950). 
10 E L W E R T , G. : Z. Naturforsch. 7a , 432 (1952). 
11 K N O R R , G.: Ζ. Naturforsch. 13a, 941 (1958). 
12 S C H L Ü T E R , H . : Z. Naturforsch. 15a, 281 (1960); — Diss. Univers i tä t München 

1961 ; — Proc. 5th Intern . Conf. Ioniz. Phen . in Gases, vol. I, p . 380; — Z. Na tu r 

forsch. 16a, 972 (1961). 
13 P O S T , R . F . : J . Nuclear Energy, P a r t C 3, 273 (196I). 
14 M C W H I R T E R , R . W . P . : Proc . 4 th In t e rn . Conf. Ioniz. Phen . in Gases (Uppsala 

1959), vol. I I , p . 833; — P r o c . Phys . Soc. (London) 75, 4 (I960). 
1 5 H O B B S , G.D. , R . W . P. M C W H I R T E R , W. G. G R I F F I N and T. J . L . J O N E S : 

Proc. 5th Intern . Conf. Ioniz. Phen. in Gases (München 196I), vol. I I , p . 1965· 
l e B R E T O N , C. : Proc. 5th In te rn . Conf. Ioniz. Phen . in Gases (München 1961), 

vol. I I , p . 2247· 
17 S C H R A D E , IL : Proc . Sth In te rn . Conf. Ioniz. Phen . in Gases, vol. I I , p . 2201. 
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durch Elektronenstoß vernachlässigt werden kann, ist in allen oben 

angegebenen Fällen der Ionisationsgrad maßgeblich durch den totalen 

Ionisationsquerschnitt 5ι(Τ) bestimmt. 5,· wird'durch Integration des 

differentiellen Ionisationsquerschnittes qi (E) über die Geschwindigkeits

Verteilung / (v) der Elektronen wie folgt gewonnen 

00 

St^fqt(E)vf(v)dv, (6) 
E¡ 

mit E = Energie der stoßenden Elektronen, 

vj= Elektronengeschwindigkeit, 

£■,· = Ionisationsenergie. 

S¿ ist also sowohl von / (v) als auch von qi (E) abhängig. Beide Funktionen 

wirken sich mehr oder weniger empfindlich auf den Ionisationsgrad und 

damit auf die Temperaturbestimmung aus. Der Einfluß von qf(E) und 

f(v) auf Sf und damit auf die Temperaturbestimmung soll hier im 

einzelnen genauer untersucht werden. Wir erwähnen noch, daß für 

hinreichend dünne Plasmen ohne metastabile Zustände der Teilchen 

gesetzt werden kann 
St(T)^S(in^liC(T) 

d.h. nur die Ionisation vom Grundzustand η = 1 des Teilchens ins Kon

tinuum c ist wesentlich. 

Effektive Geschwindigkeitsverteilung f (v) der Elektronen 

Bei allen bisher im Laboratorium durchgeführten spektroskopischen 

Messungen und Temperaturbestimmungen wird für die Geschwindig

keitsverteilung der Elektronen stets eine MaxwellVerteilung 

Í2L = fMlu') du> = 2 föe—rdu> <7s 
η vre 

-ρ 

angenommen, u' = -¡-ψ-', E = Elektronenenergie ; Te = Elektronentem

peratur. ° 
Diese Annahme setzt voraus, daß tatsächlich 

a) die Elektronen unter sich thermalisiert sind, 

b) das Plasma räumlich so ausgedehnt ist, daß aus der energetischen 

Flanke der MaxwellVerteilung keine Elektronen entweichen können, 

bevor nicht genügend ionisierende Stöße durchgeführt worden sind. 

Die Annahme einer MaxwellVer t eilung für die Geschwindigkeits

verteilung der Elektronen ist in keiner Weise von vornherein sichergestellt 

und bedarf einer kritischen Betrachtung: Bei schnellen Aufheizvorgängen 

von Plasmen kleiner oder mittlerer Dichten werden nämlich insbesondere 

Z. Physik. Bd. 172 30 
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die Elektronen kurzzeitig durch starke elektrische und magnetische 

Felder beeinflußt. Zur Erreichung einer MaxwellVerteilung muß daher 

vorausgesetzt werden, daß die Relaxationszeit Teq zur Thermalisierung 

der Elektronen wesentlich kleiner als alle anderen Änderungen im 

Plasma ist. 

Zur Berechnung dieser Relaxationszeit wird von SPITZER1 8 die For

mel angegeben 

_ mi(3hT)i 11.4Λ* τ% 

mit Λ 

8·0,714πΜβ$Ζ41ηΛ[ nZilr\A 

k*T3\k 

[see] (8) 

2ΖχΖ2 \ nne 

A = Atomgewicht I = für Elektronen), 

Τ = Temperatur in °K, 

η = Teilchendichte in cm"3. 

Für Teilchendichten von w e=101 4cm~3 mit einer anfänglichen Energie 

von 100 eV berechnet man daraus für den Thermalisierungsprozeß der 

Elektronen eine Zeit von Teq —3 · 10"7 sec. Für Vorgänge, die bei diesen 

Dichten schneller als 3 · 10 7sec ablaufen kann eine merkliche Abweichung 

von der MaxwellVerteilung eintreten, d.h. die für die Ionisierungs

prozesse maßgebliche energetische Flanke kann merkbar fehlen. Gl. (8) 

zeigt, daß insbesondere bei hochfrequent angeregten Plasmen oberhalb 

von etwa 10 MHz keinesfalls eine MaxwellVerteilung sichergestellt ist. 

Dasselbe gilt für die bei PlasmaKanonen vorliegenden Vorgänge. In 

beiden Fällen liegen die Elektronentemperaturen zwischen 1 und lOOOeV 

und die Dichten zwischen 1012 und 1014cm~"3, womit sich req zu 10~e 

und 10~7 sec errechnet. 

Um nach Erreichung einer MaxwellVerteilung über das Abdiffun

dieren der energetischen Elektronen aus dem Plasma eine Aussage 

machen zu können muß der Diffusionskoeffizient D bzw. die damit ver

bundene freie Weglänge λ bekannt sein. Bekanntlich ist die Diffusions

rate F ganz allgemein für positive bzw. negative Teilchen gegeben durch 

F = — gradw = — D grad«~ 

λ+ 
grad n+ = — Z)+ grad η* 

(9) 

18 SPITZER jr., L. : Physics of Fully Ionized Gases. New York: Interscience Pubi. 

Inc. 1956. 
19 SIMON, Α.: An Introduction to Thermonuclear Research. London: Pergamon 

Press 1959. 
20 MAECKER, H.: Ergeb. exakt. Naturw. 25, 293 (1951)· 



Spektroskopische Temperatur und Dichtemessung von Plasmen 435 

Da im NichtGleichgewichtszustand für Elektronen die freie Weg

länge λ~ sehr viel größer ist als für die positiven Ionen λ+, und außerdem 

stets gilt 
v~^>v+, 

wäre die Diffusionsrate für Elektronen außerordentlich hoch. Diesem 

Abdiffundieren von Elektronen halten sofort sich bildende elektrostati

sche Kräfte die Waage, so daß der Diffusionsstrom unterbunden wird. 

Man kann bekanntlich zeigen, daß der Hauptanteil der Ionen und Elek

tronen gemeinsam diffundiert, wobei dieser „ambipolare Diffusions

koeffizient" Z)amb gegeben ist durch 

Damh=2D\ (10) 

Nur innerhalb des DebyeRadius QD 

QD l ^ i w 
kann eine merkliche Abweichung von der Quasineutralität und damit 

ein Diffusionsstrom nach Gl. (9) eintreten. Für Ä T ^ l O e V und ne = 

1014 c u r 3 folgt ß£,<10_ 3cm. Das würde bedeuten, daß die Elektronen 

praktisch vollständig im Plasma festgehalten werden, also nicht wesentlich 

abdiffundieren können. 

Die Gl. (11) kann jedoch nur bedingt zur Beantwortung der hier vor

liegenden Frage herangezogen werden, nämlich ob Elektronen der ener

giereichen MaxwellFlanke entweichen können oder nicht. Unter statio

nären Bedingungen stellt sich die Temperatur Te so ein, daß in bezug 

auf die den Ionisationsgrad bestimmende Ionensorte X stets gilt 

kTe<^ — E? bis kTe = — lif (E? = Ionisationsenergie der Sorte X). 

Dies gilt ganz allgemein für jedes Plasma, so daß man für die effektiven, 

das heißt für die zur Ionisation beitragenden Elektronenenergien im 

stationären Zustand schreiben kann 

Eeii^8kTe bis 10 kTe. (12) 

Die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung ist für E = 8 kTe bereits auf 

einen verschwindend kleinen Teil der Gesamtteilchenzahl abgefallen. 

Die Gesamtzahl Δ nc dieser an der Ionisation beteiligten Elektronen pro 

cm3 errechnet sich zu 
OD 

Δη,=η, ƒ f{v)dv<\0~ine. (I3) 
EeU-SkTe 

30* 
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Weicht nun in einem Plasma in einem gewissen räumlichen Gebiet dr die 

Elektronendichte von der Ionendichte nur um Ane=\Q~ine ab, so gibt 

dies Anlaß zu einer Potentialdifferenz Δ V 

AV=2nAnee0(dr)2. (14) 

Die resultierende Energiedifferenz Δ E ist dann 

ΔΕ = 2πΔη,βΙ (dr)2. (15) 

Definiert man nunmehr genau wie bei der Ableitung der DebyeLänge 

eine neue Länge L, für welche die Änderung der potentiellen Energie A E 

nach Gl. (15) gerade der für die Ionisation wirksamen Energien, also 

£ = 10 ¿Γ, ist, so folgt 

und numerisch 

L = 7 , 4  1 0 « T / < O
w ^ , 

mit kTe in [eV] und ne in [cm  3 ] . 

Für ein Plasma der mittleren Elektronenenergie kTe <=·= 10 eV und 

einer Dichte ne— 1014 cm  3 resultiert Z —0,1 cm. Alle Elektronen mit 

Energien größer als 10 kTe vermögen damit über eine größere Distanz 

als 0,1 cm frei zu diffundieren, sofern die freien Weglängen λ~ dieses 

zulassen. 

Schon bei mittlerer Ionisation ist der Wirkungsquerschnitt praktisch 

durch den Coulombschen Streuquerschnitt für multiple Streuung be

stimmt. Nach SPITZER 1 8 ergibt sich für λ~ 

Für ein Plasma mit Z1 = Z 2 = 1 , einer mittleren Temperatur kT=\0 eV 

und einer Dichte wÄ = 1014 cm  3 folgt daraus für die freie Weglänge der 

Elektronen 

λ~> 1 cm. 

Sowohl die „Rückhaltelänge" L als auch die freie Weglänge λ~ der Elek

tronen ist also häufig nicht mehr klein gegenüber den räumlichen Aus

dehnungen von Laborplasmen. Die Elektronen der MaxwellFlanke 

können damit ohne wesentliche Stöße aus dem Plasma zu den Gefäß

wänden entweichen, wenn nicht z.B. magnetische Felder sie daran 

hindern. 
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Das dauernde Abfließen der Elektronen würde das Plasma positiv 
aufladen und damit nach kurzer Zeit so hohe Feldstärken hervorrufen, 
daß keine weiteren Elektronen das Plasma verlassen können. Dies trifft 
in gewisser Weise für isolierte Plasmen ohne Kontakt mit Elektroden 
zu*. Erfolgt die Aufheizung des Plasmas jedoch durch ohmsche Heizung, 
so können über die Kathode genügend Ladungsträger nachgeliefert 
werden, so daß das Plasma trotz abdiffundierender Elektronen als ganzes 
vollständig neutral bleibt. Dem Abfluß der Ladungen steht damit keine 
weitere Rückhaltekraft entgegen, so daß das Plasma ständig an ener
getischen Elektronen verarmt. 

Nach E C K E R 2 1 und E C K E R T 2 2 soll ebenfalls auch für elektrodenlose 
Entladungen eine von der ambipolaren Diffusion entkoppelte freie Dif
fusion der energetischen Elektronen stattfinden können. Bezüglich ex
perimenteller Arbeiten verweisen wir auf die Literatur23-28. 

Das Fehlen der energetischen Teilchenenergien muß durch eine Modi
fizierung der Geschwindigkeitsverteilung /(«') berücksichtigt werden, da 
anderenfalls die spektroskopischen Messungen zu unter Umständen er
heblichen Abweichungen führen können in bezug auf die „Temperatur"-
Bestimmung. Wir wählen daher als Geschwindigkeitsverteilung mit 
stark unterdrückter Flanke die sog. Druyvesteyn-Verteilung '' r 29, 30 

±L = fD(u') du' = 1,039 V«' ß-0 '5 4 8"" du' 

kTc 

(18) 

die z.B. dann gültig ist, wenn in ein Plasma auf der einen Seite Elektro
nen eingespeist und auf der anderen Seite abgesogen werden, bevor sich 
durch hinreichend viele Stöße eine Maxwell-Verteilung ausgebildet hat. 

* Von den bei magnet ischer Kompression auftretenden sog. , , run-away"-Elek-
t ronen wird hier abgesehen, d a ein s ta t ionäres P la sma be t rach te t wird. 

21 E C K E R , G. : Proc . P h y s . Soc. (London) 67, 485 (1954). 
22 E C K E R T , H . U. : Proc . 5th In te rn . Conf. Ioniz. Phen. in Gases (München 1961), 

vol. I, p . 537-
23 G I E R K E , G. V. , W . O T T and F . S C H W I E R Z K E : Proc . 5th In te rn . Conf. Ioniz. 

Phen . in Gases (München 196I), vol. I I , p . 1412. 
24 S W I F T , J . D . : Proc . 5th In te rn . Conf. Ioniz. Phen . in Gases (München 196I), 

vol. I, p . 343. 
25 F I E L D S , H., G. B E K E F I and S.C. B R O W N : Proc. 5th In te rn . Conf. Ioniz. 

Phen . in Gases (München 196I), vol. I, p . 367. 
26 W E I B E L , E . : P h y s . Fluids 2, 52 (1959). 
27 SCHMIDT, G., and D. F I N K E L S T E I N : Phys . Rev. 126, l o l l (1962). 
28 W E T Z E L , L . : P h y s . Fluids 5, 824 (1962). 
29 D R U Y V E S T E Y N , M. J . : Physica 10, 69 (1930); — Z. Phys ik 64, 781 (1930). 
30 A L L I S , W. P . : Motions of ions and electrons. H a n d b u c h der Physik , vol. X X I , 

S. 381. Berl in-Gött ingen-Heidelberg: Springer 1956. 
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Je nach den vorliegenden Dichten und Elektronenenergien dürfte die 

effektive Geschwindigkeitsverteilung zwischen den beiden Verteilungen 

nach Gl. (7) und Gl. (18) liegen. Für 0 < w ' ^ 2 unterscheiden sich die 

beiden Verteilungen im Mittel wenig. Diese Tatsache ist wichtig für die 

Rekombination. Letztere gibt bekanntlich wesentliche Werte nur für 

langsame Elektronen, wird sich also für beide Verteilungen wenig unter

scheiden. Dagegen sind die Unterschiede in den totalen Ionisierungs

querschnitten außerordentlich groß. 

Differentieller Ionisierungsquerschnitt 

Für den differentiellen Ionisierungsquerschnitt qi nc(E)* sind in der 

Literatur verschiedentlich Formeln angegeben worden, die in mehr oder 

weniger guter Übereinstimmung mit den Experimenten sind. Mit den 

Symbolen 

E = Energie der stoßenden Elektronen, 

Ei nc= Ionisierungsenergie, bezogen auf die «te Schale über dem 

Grundzustand (w = l ) , von der aus die Ionisierung erfolgt, 

Ef — Ionisierungsenergie des i ïAtoms ( = 13,59 eV), 

ξη= Anzahl energetisch gleichberechtigter Elektronen in der 

wten Schale, 

/1! fz> ψ= Korrektionsfaktoren der Größenordnung 1. 

£ ƒ = — ^ — ; 7 r - ^ = 8 , 7 9 - 1 0 - l 7 c m 2 

^i, η c 
können die Ionisierungsquerschnitte wie folgt formuliert werden : 

qitnc(U)=na2 (-f- ·)' ft ξ„ qtired,nc{U). (19) 

Wir bemerken, daß für Î/^>1 die Quantenmechanik die asymptotische 

Lösung liefert 

qi,reä,nc(U)~ ~ 111/, U. (20) 

Der Verlauf der Querschnitte als Funktion von U nach verschiedenen 

Autoren10,13,31"33 ist in den Fig. 1 bis 4 wiedergegeben. Wie man sieht, 

* Die Indizes i, η c zeigen an, daß es sich um einen Ionisierungsprozeß (i) han
delt, der vova Niveau η in das Kontinuum c führt. « wird in allen Fällen vom 
Grundzustand des Teilchens aus gerechnet. Das Niveau « = 1 ist jeweils der Grund
zustand, η = 2 das erste angeregte (wasserstoffähnliche) Niveau, usw. 

31 THOMSON, J . J . : Phil. Mag. 23, 449 (1912); 47, 337 (1923). 
32 RIPELLE, F. DE LA: J. phys. radium 8, 319 (1949). 
33 DRAWIN, H.W.: Z. Physik 164, 513 (1961) und 168, 238 (1962). 
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Fig. lau. b. Reduzierter Ionisierungsquerschnitt } trednc(C/). 1: 7i,red.nc = 4 '~FTC n a c h "· 2;?(,red,»e= 

= 2 ·  ^ [1+0,3(ü1)]nach'·. 3: ?<,red,„e = 2,85ö^_ lnl7 nach«. 4: ?<ired,„e2,71  ^ In V 

nach la. 5: q, r e d nc= 2,66 In 1,25f7 nach 33. ooooo Experimente nach 36>3β für H°—>H+ 

Fig. 2 a u. b. Reduzierter Ionisierungsquerschnitt nach SI q{ r e d n 2,85·^ In U 
U+φ 

unterscheiden sich die Kurven einerseits durch die verschiedenen An

stiege dqjdU bei Ü7=l, andererseits im Verlauf für hohe Energien. Die 

,,threshold"Bedingungen34 bei [7=1 

ft,red,»c(^=l) 

dqi,ied,nc {U= 1) 

¿(7 

0 

> 0 
(21) 

3 1 BURGESS, Α.: Astrophys. J. 132, 503 (1960). 
3 5 F I T E , W.L. , and R .T . BRACKMANN: Phys. Rev. 112, 1141 (195S). 
3 6 R O T H E , E.W., L . L . M A R I N O , R .H . NEYNABER and S.M. T R U J I L L O : Phys. 

Rev. 125, 582 (1962). 
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verbieten in den entsprechenden Gleichungen φ< — 1 und / 2 < 1 , sowie 

/2 SÍ 0,8. Unter Einhaltung dieser Bedingungen führen alle angegebenen 

Gleichungen bei U=i zu einem endlichen Anstieg und verschwindendem 

?i,red, «c m Übereinstimmung mit Theorie und Experiment. In praktisch 

Fig. 3. Reduzierter Ionisierungsquerschnitt nach 13 qf r e d n c = 2,71 — In U 

0 2 t 6 8 10 12 IV 16 18 20 22 24 
II 

Fig. 4a u. b. Reduzierter Ionisierungsquerschnitt nach 33 qt re t l = 2,66—=*in 1,25/,. </ 

vollständiger Übereinstimmung mit den experimentellen Kurvenver

läufen sind die Kurven Nr. 3 und 5 der Fig. 1 bzw. die entsprechenden 

Kurven in Fig. 2 und 4

Berechnung und Vergleich totaler Ionisierungsquerschnitte 

Zur Beurteilung, in wieweit die von den verschiedenen Autoren ange

gebenen differentiellen Ionisierungsquerschnitte den totalen Ionisierungs

koeffizienten und damit die Temperaturbestimmung beeinflussen, muß 
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nunmehr der totale Ionisierungsquerschnitt nach Gl. (6) berechnet 
werden. Wir wählen hierzu eine reine Maxwell-Verteilung fM(v) der 
stoßenden Elektronen, da dies die am häufigsten auftretende Verteilung 
ist. Wir definieren die folgenden Gleichungen 

0 0 

•S», red, » , « , „ , ) = ƒ 1i,red,nc{U)vf{v)dv, (22) 
Ui.nc 

s*«„ c ) = —^—rrA r e d , B C « M C ) . (23) 
',nc \ nmakTe f 

S* eignet sich besonders gut für einen Vergleich, da es nur noch von u¡ „c 
abhängt. Unter Einführung der Beziehungen 

/ L / JZii ttC TT 

folgt im einzelnen mit Kurve 1 (Fig. 1) 

Síno = 8,0 ƒ (l - ?ψ.) e-"' du', (24) 

"l.nc 
mit Kurve 2 (Fig. 1) 

oo 

SL· = 4,0 ƒ (l - 4 » A ) (Ï + 0,3 [ ^ - 1 ]) e~* du', (25) 
"i.nc 

mit Kurve } (Fig. 1 ) 
CO 

5** = 5'701[br^u)ß-'lnfâ]*< w 
ui,nc 

mit Kurve 5 (Fig. 1) f ü r / 2 = 1,0 

' CO 

5*r=5,32 | [ ( i - _ ^ ) e - « ' l n ( L 2 5 ^ ) ] ¿ M ' . (27) 
"í.nc 

Das numerische Ergebnis ist in der Tabelle zusammengefaßt. Man er
kennt, daß Gl. (26) und (27) praktisch bis auf geringfügige Abweichun
gen für alle Werte u'inc überall übereinstimmen, dagegen für die Gl. (24) 
und (25) davon beträchtlich abweichen können. Da die der Gl. (26) 
bzw. (27) zugrunde liegenden differentiellen Ionisierungsquerschnitte die 
experimentellen Ergebnisse am besten beschreiben, dürften die damit 
berechneten totalen Ionisierungsquerschnitte die z.Z. genauesten sein. 
Unglücklicherweise ist für die Gl. (26) und (27) keine geschlossene 
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Integration möglich. Wir haben daher das den totalen Ionisierungsquer

schnitt S i n c bestimmende Integral als Funktion von u'inc für kleine 

Intervalle Au'inc auf dem Mercurycomputer berechnet1 '2. Für diese 

Berechnungen wurde der Ionisierungsquerschnitt nach Fig. 4 zugrunde 

gelegt, da er bezüglich der analytischen und numerischen Behandlung 

eine Reihe von Vorteilen aufweist. Man erhält nämlich mit dieser Kurve 

' £·"/, n e 

"<■"' kTe 

1 · 10" β 

3 

1 

2 

4 

6 

S 

1 

1,2 

1,4 

1,6 

1,8 

2 ,0 

3,0 

4 ,0 

5,0 

1 0 " δ 

ΙΟ" 4 

ΙΟ" 3 

10" 2 

1 0 " 1 

1 0 " 1 

10° 

10° 

10° 

10° 

10° 

ΙΟ 1 

10 1 

ΙΟ 1 

1 0 1 

1 0 1 

1 0 1 

1 0 1 

1 0 1 

10 1 

Tabelle. 5* 

nach Gl. (24) 

7 ,999 

7 ,999 

7 ,992 

7 ,941 

7 ,597 
7 ,780 

3 ,753 

1,188 

3 ,003 

2 , 5 5 9 

2 , 5 4 6 

2,731 

3 ,064 

3 ,543 

4 , 1 8 7 

5 ,030 

6 ,120 

7 ,524 

2 , 3 4 4 

8 ,101 

2 , 9 6 8 

10° 

10° 

10° 

10° 

10° 

10° 

10° 

10° 

1 0 " 1 

I O " 2 

1 0 " 3 

IO" 4 

I O  5 

IO" 6 

IO" 7 

IO" 8 

IO" 9 

1 0  i o 

IO" 1 4 

IO" 1 9 

I O " 2 3 

(ui ne) nach verschiedenen Gleichungen 

9* lu' * 

nach Gl. (25) 

1,200 

1,200 

1,200 

1,202 

1,215 
1,288 

4 , 2 7 7 
8 ,572 

1,863 

1,445 

1,387 

1,459 

1,617 

1,855 

2 , 1 7 8 

2 , 6 0 4 

3 ,157 

3 ,870 

1,195 

4 , 1 0 9 
1,502 

10 e 

IO 5 

IO4 

10 3 

10 2 

10 1 

10° 

I O  1 

1 0 " 1 

IO" 3 

I O " 3 

IO" 4 

I O  5 

1 0 " 6 

I O " ' 

IO"8 

IO"" 

1 0  i o 

1 0 -14 

1 0 -19 

1 0 - 2 3 

ne' 

nach Gl. (26) 

7 ,546 

6 ,233 

4 , 9 1 7 

3 ,587 

2 , 2 1 3 

8 ,569 

3 ,611 

6 ,841 

1,318 

8 ,994 

8 ,224 

8 ,320 

8 ,982 

1,011 

1,170 

1,383 

1,662 

2 , 0 2 2 

6 , 0 9 8 

2 , 0 7 2 

7 ,516 

1 0 1 

IO 1 

10 1 

1 0 1 

IO 1 

10" 

10° 

I O  1 

1 0 " 1 

1 0 " 3 

I O  4 

I O
- 5 

IO" 8 

IO" 6 

IO"7 

IO" 8 

1 0 " 9 

1 0 " 1 0 

1 0 -15 

IO"1 8 

1 0 - 2 4 

nach Gl. (27) 

7 ,382 

5 ,938 

4 , 7 1 9 

3 ,473 

2 , 2 1 3 
9 ,380 

3 ,920 

8 ,231 

1,530 

9 ,541 

7 ,908 

7 ,598 

7 ,873 

8 ,567 

9 ,655 

1,116 

1,317 

1,574 

4 , 4 8 4 

1,473 

5,227 

1 0 1 

1 0 1 

IO 1 

1 0 1 

1 0 1 

10° 

10° 

I O  1 

I O  1 

io3 

1 0  4 

I O  5 

1 0 " e 

I O  7 

10" 8 

IO"8 

10" 9 

1 0  i o 

1 0 -15 

IO" 1 9 

1 0 " 2 4 

unter Verwendung einer Maxwell-Verteilung für den totalen Ionisierungs

querschnitt S( nc den Ausdruck33 

SlM¿ = aW¡ Λ _i,nc 
U 
r e~«'ln 1 ,25 / s  du', (28) 

mit a^ = Sô2hnal^n(-^-]-(-^-fEiinc(kTe)-K (28a 
\ nm0l \ hi¡nc I 

und numerisch 

4
M)

 = 1,69 · 10" Vx ^ ^ )
2
 ¿ C i ^ -

-4 (28b) 

In der letzten Gleichung ist E¡ nc in [eV] und Te in [°K] einzusetzen. 

Man zeigt leicht, daß das Integral in der Gl. (28) im Bereich 10"5< 
ωί,η<:<10+2 bei einer größten Abweichung von etwa 10% im Bereich 
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um u'i¡nc — \ durch folgende Funktion wiedergegeben werden kann* 

J . C(M) _ ψ{Μ) ι » . ι \ Ä 

z(Af) J i , » £ — x « \ni,nc· 121 — 

X 

X 

20 + 

1
 + «;,» 

L _  + ln(l,25/2(l +  ^  ) ) 
M i , n c \ v ui,nc'l 

(29) 

Dabei ist der erste in der zweiten eckigen Klammer stehende Term in 

den meisten Fällen gegenüber dem zweiten Term vernachlässigbar. 

Unter Verwendung einer Druyvesteyn-Verteilung folgt für den totalen 

Ionisationsquerschnitt der Ausdruck 

e0,548"" In 1,25/: s a = 4
D)

/[(i 

mit a™ = 1,55 ■ 1 0  k ξ η (  ¿ f E\%\T¿ 

du', (30) 

(30 a) 

In der letzten Gleichung ist Einc in [eV] und Te in [°K] zu setzen. Genau 

wie im obigen Falle kann man zeigen, daß das Integral im Bereich 

Í0~s<u¡ nc< 10+2 mit einer größten Abweichung von etwa 50% im 

Bereich 10"1 durch die Funktion wiedergegeben werden kann 

■ i S Í 2 e = Í P r « n e ; / a ) = 0,548 

* + ui,nc \ 

0,548"i,n = 

Χ
Γ(20 + <„,)

2
 + 

(1 + « W ' 

Infl ,25/2(1 

X 

0,548 ιό «ftj). ■ 

(3U 

Auch hier ist der erste in der zweiten eckigen Klammer stehende Term 

in den meisten Fällen gegenüber dem zweiten Term vernachlässigbar. 

Vergleicht man nunmehr die für eine Maxwell und Druyvesteyn

Verteilung berechneten S,· Hc-Werte miteinander, so erkennt man, daß 

z.B. der Ionisationsgrad für dasselbe M,'JMC= —ς'~^- — 5 bei einerDruyve-
steyn-Verteilung =105mal geringer ist als bei einer Maxwell-Verteilung 
der Elektronen. Liegt umgekehrt der Temperaturbestimmung ein z.B. 
spektroskopisch gemessenes Teilchenverhältnis J^±i. zugrunde, so folgt 

nr 

bei Verwendung einer Druyvesteyn-Verteilung eine =¿ 2mal höhere Tem
peratur als bei Verwendung einer Maxwell-Verteilung. Die höhere 
Temperatur beeinflußt insbesondere die Transportgleichungen des 
Plasmas sowie geringfügig die Rekombination. 

* Ablei tung der Gl. (29) in l . 
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Totale Rekombinationsquerschnitte 

Der totale Rekombinationsquerschnitt für Dreierstoßrekombination 

und spontanen Elektroneneinfang ist relativ unabhängig von der Wahl 

der Geschwindigkeitsverteilung der Elektronen in der energetischen 

Flanke, da einen wesentlichen Beitrag zur Rekombination nur die lang

samen Elektronen liefern. Dies zeigt sich z.B. daran, daß sich bei der 

Berechnung der totalen Querschnitte der Exponentialfaktor heraushebt. 

(Dies gilt nicht für das bei der Rekombination emittierte Rekombina

tionskontinuum.) Zur Berechnung von QR und Q3 kann daher stets eine 

MaxwellVerteilung herangezogen werden, denn diese stimmt im Gebiet 

kleiner und mittlerer Elektronengeschwindigkeiten praktisch mit der 

DruyvesteynVerteilung überein. 

Der totale Rekombinationsquerschnitt QK für spontanen Elektronen

einfang kann bekanntlich aus dem von KRAMERS 3 7 , 3 8 angegebenen dif

ferentiellen Rekombinationsquerschnitt qR n(v) abgeleitet werden. Nach 

SPITZER1 8 kann der totale Rekombinationsquerschnitt QR für spontanen 

Elektroneneinfang in wasserstoffähnliche Bahnen wie folgt geschrieben 

werden : 

QR = 2ZeiiAR l^ful, i c &K ι c) gi = 2,07 ■ 1 (Γ11 Z\lt Γ,* gx Φ « 1 e) (32) 

mit 

< ι c = ?ψ- = 1 '57 'V°5"Ze2f f i Si = GauntFaktor s 1 , 
kT,_ τ„ 

φ«ι £)= Σ Η, le 
Μ.™ EU- -r 

Die Funktion 0(u'i¡lc) ist in 1 ,a und 18 wiedergegeben. Wie man daraus 

ersieht, ändert sich das QR in einem wesentlich geringeren Maße mit der 

Temperatur als z.B. S¿ nc. 

Der totale Rekombinationsquerschnitt ne Q3 gegenüber Dreierstoß im 

Falle thermodynamischen Gleichgewichtes kann aus der SahaEggert

Gleichung (1) abgeleitet werden, indem man bei hohen Dichten die 

Stoßionisation mit der Dreierstoßrekombination ins Gleichgewicht setzt: 

S , ( r j = ^ ± i ^ = M^> (33) 

Nimmt man an, daß nur der Ionisations und Rekombinationsprozeß 

vom und zum Grundzustand M = 1 für das Ionisationsgleichgewicht maß

37 K R A M E R S , H . A . : Phi l . Mag. 46, 836 (1923). 
38 U N S O L D , Α. : Physik der S te rna tmosphären , 2. Aufl. Berl inGött ingen

Heidelberg: Springer 1955· 
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geblich ist, so folgt aus der SahaEggertGleichung und Gl. (28) bis (30) 

Q3(Te)^Q3ATc)=
Si'^TA-

ï. '2 

Sr{Te) 

; 1 ^ 7 + l n ( l . 2 5 / 2 ( l + ^ ; ) ) 
20 + · 

« r r ø I Ei ψ 1 

(34) 

mit \ 1 = 5 - 3 2 / ι π « ϋ Ι ι 7 ^ · ~ ^ ( - ! Η 2 · 1 Γ ^ (34a) 
(2.πηι0γ ur+1{le) \hiilcJ ¿ i j l c 

und numerisch 

63>1 = 2 , 5 9 6 M O  3 o / 1 f 1 1 ^ ^ Æ ) 2  ^  T e  , (34b) 
M r+ l ( J <) Vßi.lc/ ■

fc
*,lcL

eV
J 

wenn man in der letzten Gleichung £,·_!,; in [eV] einsetzt. 

Es ist nunmehr interessant, die Rekombinationsraten für spontanen 

Elektroneneinfang und für Rekombination durch Dreierstoß miteinander 

zu vergleichen. Die totale Rekombinationsrate für spontanen Elektronen

einfang ist gegeben durch 

% * = » , + ! » . & [cm 3 s i ] . 

Die totale Rekombinationsrate für Rekombination durch Dreierstoß ist 

^L=nr+ln
2
eQ3 [ c r a  ' s  ' ] . 

In Fig. 5 sind die entsprechenden Kurven für QR und ne Q3 x für ein 

reines Wasserstoff plasma gezeichnet. Die Schnittpunkte der einander 

zugeordneten Kurven sind mit Sx, S2 und S3 hervorgehoben. Man er

kennt, daß Gleichheit der beiden Prozesse erst bei Dichten von ne= 

« f = 5 , 5 1017 cm"3 eintritt. Soll der Term QR gegenüber dem Term 

ne Q3 x vernachlässigbar sein, so bedarf es dazu Elektronendichten von 

ne> 5 · 1018 cm  3 . 

Im allgemeinen ist bei mittlerer Ionisation und Temperatur das 

thermodynamische Gleichgewicht jedoch bereits bei Elektronendichten 

von 1015 bis 10 i ecm~3 erreicht. Neuere Rechnungen von GIOVANELLI3 9 , 

D A N G E L O 4 0 , BYRON, STABLER und BORTZ4 1 , BATES, KINGSTON und 

MCWHIRTER 4 2 , sowie Messungen von HINNOV und HIRSCHBERG 4 3 und 

39 G I O V A N E L L I , R. G.: Austral ian J. Sei. Research, Ser. A 1, 275, 289 (1948). 
40 D ' A N G E L O , Ν . : Phys . Rev. 121, 505 (1961). 
4 1 B Y R O N , S T . , R .C. S T A B L E R and P . I . B O R T Z : Phys . Rev . Let ters 8, 376(1962). 
4 2 B A T E S , D .R . , A . E . K I N G S T O N and R . W . M C W H I R T E R : Proc . Roy . Soc. 

(London) (1962) to be pubi . 
43 H I N N O V , E. , and J . G . H I R S C H B E R G : Proc . 5th In te rn . Conf. on Ioniz. Phen. 

in Gases (München I961), vol. I, p . 638. 
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MOTLEY und KUCKES 4 4 lassen erkennen, daß die Ionisationsprozesse von 

und die Rekombinationsprozesse nach höheren Schalen eine weit größere 

Rolle spielen als bisher angenommen wurde. Diese „kombinierte Dreier

stoßStrahlungsrekombination" (combined collisionalradiative recom

bination) führt bereits für Dichten von ne~ 1014 cm  3 zu einer Rekom

binationsrate, die größer ist als die Rekombinationsrate durch spontanen 

Elektroneneinfang allein, wenn man ein reines WasserstoffPlasma mit 
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Totale Rekonibinationsquerschnitte Qu und iieQ^l L íür verschiedene Temperaturen und Elektronen

dichten. (Weichheit Qu '-' >hQ-,. ι wird bei n€ 5,5 ■ 101 T ein 3 erreicht 

Temperaturen zwischen 1000 und 20000 °K annimmt. Die von ver

schiedenen Autoren angebenen Werte unterscheiden sich noch etwa um 

einen Faktor 10, da die Wirkungsquerschnitte nicht genau bekannt sind. 

Die kombinierte DreierstoßStrahlungsrekombination hängt sowohl von 

den einzelnen Ionisierungsquerschnitten q¡ nc für jede Schale n, als auch 

von den Rekombinationsquerschnitten für jede Schale und von den 

spontanen Übergangswahrscheinlichkeiten Amn ab. 

Insbesondere gehen metastabile Terme sehr empfindlich in das 

Rechenergebnis ein. Im Übergangsgebiet zwischen reinem thermo

dynamischen und nichtthermodynamischen Gleichgewicht ist daher 

eine detailliertere Betrachtung der zu den einzelnen Niveaus gehörenden 

Prozesse erforderlich, wenn eine genauere Aussage über den Plasma

zustand und insbesondere über die Rekombination gemacht werden soll. 

4 4 M O T L E V , R .W. , and A . F . K U C K E S : Proc . 5th In te rn . Conf. on Ionic. Phen. 

in Cases (München I961), vol. I, p . 651. 
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Wegen der im allgemeinen nur sehr mangelhaft bekannten atomaren 

Konstanten und Wirkungsquerschnitte, stößt man bei der detaillierten 

Gleichgewichtsbetrachtung auf große Schwierigkeiten. 

Q3(T) kann jedoch sehr allgemein auch wie folgt abgeleitet werden: 

Solange bei sehr hohen Dichten für jede Schale n die Stoßprozesse (Stoß

ionisation, Dreierstoßrekombination) viel häufiger sind als die Strah

lungsprozesse befindet sich das Plasma im thermodynamischen Gleich

gewicht und es gilt Gl. (1) sowie die BoltzmannVerteilung 

ur(le) 

Für jedes einzelne Niveau bzw. für jede einzelne Schale gilt dann wieder, 

daß die Stoßionisation mit der Dreierstoßrekombination im Gleichge

wicht steht 
3 Er—Er,n — AEr 

nr+1ne 2ur+1{Te) (2nm0kTey r^ _ Sinc{Te) .¿, 

Kr,» gt,n Λ3 Qs,n(Te) ' U ' 

woraus folgt 

+ l n ( l , 2 5 / 2 ( l + ^ 

Q3,n(Te) — b,nUin 

20 + Mf,„c 

i+ui,nc 
(37) 

IP 
mit ban=$A2fint&ë* 1-—.—ZnO—l—L-).—1— (38) 

3 · " " ° " (2nm0f ur+i(Te) U ¿ , H J Ei¡ne
 Ό ' 

Zur Berechnung des totalen Rekombinationsquerschnittes Q3(Te), wie 
er z.B. zur Anwendung der Gl. (3) benötigt wird, hat man zwei Bereiche 

zu unterscheiden : 

a) Die Anzahl spontaner Deexzitationen von einer Schale η in tiefer 

gelegenen Schalen bis hin zum Grundzustand sei wesentlich größer als 

die Anzahl der Stoßionisationen von dieser Schale aus 

» 1  1 

«Σ 
¡ = 1 

nnT,An,l>
nnneSi,nc· 

Dann werden alle durch Dreierstoß eingefangenen Elektronen sofort zum 

Grundzustand weitergegeben, d.h. die Dreierstoßrekombination führt zu 

einer wahren Rekombination. Damit gilt 

Qa(T,)=ÏQ3,»(Te). (39) 
»=i 

b) Die Anzahl der spontanen Deexzitationen von einer Schale η in 

tiefer gelegenen Schalen l bis hin zum Grundzustand sei vergleichbar 
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oder kleiner als die Anzahl der Stoßionisationen von dieser Schale aus 

»1—1 

»η Σ ^ *·,·»,·
5
w 

/ = i 

Dann wird nur ein gewisser Prozentsatz der durch Dreierstoß eingefan

genen Elektronen in den Grundzustand weitergeleitet. Dieser zur wahren 

Rekombination beitragende Anteil ist dann approximativ gegeben durch 

das Verhältnis der Übergangswahrscheinlichkeiten Anl zur Ionisations

wahrscheinlichkeit neSi nc (dabei vernachlässigen wir Stoßanregung, die 

etwa von derselben Größenordnung wie die Übergangswahrscheinlichkeit 

ist, sowie Deexzitation von sehr hohen Zuständen), also durch 

H - l 

Σ Α„ι 

Qs.n ' n.Si 

Der totale, zur wahren Rekombination führende Rekombinationsquer

schnitt für Dreierstoßrekombination, der sowohl für sehr kleine als auch 

für sehr hohe Dichten gilt, kann damit geschrieben werden als 

». Qz F.) = ». {Q,, ι (Γ.) +"Σ - -"
1

lJl-1 Q*. » (
T
c) 

n=2 neSi,nc+ Σ Α„ι 
1=1 

(40) 

Die Summation ist bis zu einem oberen n = n* zu erstrecken, das sich 

für große Werte n~^>\ leicht aus der SahaEggertGleichung (1) erhalten 

läßt aus der Bedingung 
dnr,n _ Q 

dn 

Die führt für Wasserstoff und wasserstoffähnliche Bahnen [ET—Er „ = 
Er,Jn2: gr,n = 2 ' ^) ZU 

Br-r- w 
AEr berücksichtigt das durch den interatomaren StarkEffekt hervor

gerufene Vorrücken der Ionisierungsgrenze. Es gilt AEr=i (r-\- 1) — , 
6D 

wobei QD der DebyeRadius ist. Ist η nicht mehr sehr viel größer als 1, 
so ist mit der Summation bei demjenigen « = ·»* aufzuhalten, für das gilt 

K » - l 

ΣΑ„.ι^η*Ξί,η*ο- (41 a) 
1=1 

Der gesamte Rekombinationsquerschnitt einschließlich spontaner 
Strahlungsrekombination für ein optisch dünnes Plasma ist damit 
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gegeben durch den Ausdruck 

*(T.) = QAT.) + nJ Q*. 

> 

n = n* 

i(Te) + Σ 
n = 2, neSi 

l=n—l 

Σ Anl 
1=1 

l=n—l 

nc(Te) + Σ Anl 

1=1 

Qs,n(Te) 
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(42) 

Die numerische Auswertung der Gl. (42) ist für ein optisch dünnes 

Wasserstoffplasma mit und ohne Dichtekorrektur in Fig. 6 dargestellt. 

Es wurde eine Temperatur !Γ„=15 750° Κ entsprechend kTe=i,'}6eV 

für die Rechnungen zugrunde gelegt. 

Die Ionisationsformel für ein nichtthermisches optisch dünnes 

Plasma lautet mit Gl. (3) und Gl. (42) unter Berücksichtigung der 

o-w_ 
8 
e 

'.' 

2 

io-'
1 

a 
6 

2 

io-'
2 

8 

Ζ 

m->3 

I I 

_ 

— 

Ε

Ι 

, I 

— 



. 

I 

ι I 

. I 

I 

re-

:_—-ί-^"" 
. ^ " 

I 

15 ; '5i 

I 

Τ κ 

I 

Ui 

^ 

ι ι 

I 

, 

1 

1 

1 

1 

1 1 

. 1 1 , 

ι 

-

--
■ 






I I 

10' 

IO'
1 

ne [cm *] 
1 6 álO" 

10 -12 

s alO
1
-

Fig. 6 Totale Rekombinationsquerschnitte mit und ohne Berücksichtigung der Ionisation von angeregten 

Zustanden tt>1 aus, berechnet für ein reines Wasserstoffpiasina der TenijJeratur Tc = 15750° Κ und reiner 

MaxwellVerteilung der Elektronen (/a = 1,0 gesetzt für alle S¡ „ c und Q3 „). 1: α = Qn + "e Σ Ca „ nach 

Gl. (39) und (41). 2: α berechnet nach Gl. (42) mit n* nach Gl. (41 a). Qji berechnet nach Gl. (32) 

DreierstoßRekombination 

QR(TC) + nJ Q%,i<?¿ 

Si{Te) 

1=1 

Σ Anl 

;=K—ι 

Z J -1=1 

" = 2 neSi,„c{Te) + Σ Anl 

l - n - \ 

n = n 

. V Q3,n(Te) 

(43) 

Rekombinationskontinua ( Frei- Gebunden- Strahlung ) 

Die Intensität ε„ (ν) des Rekombinationskontinuums der η-ten Schale 

gegenüber spontanem Elektroneneinfang kann bekanntlich mit Hilfe des 

differentiellen Rekombinationsquerschnittes qR „(v) berechnet werden. 

/.. Physik. Bd. 172 31 
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Unter Verwendung einer Maxwell-Verteilung folgt ohne Berücksichti

gung der erzwungenen Emission45·4e 

mit 

K = 3 !ü ! e ° 0 = 2,51 · 1057cgs.Einh. 
3V6m0h

2c3 

J L = 1 , 1 2 9 ; -L·· K = 2,86 · IO'57 cgsEinh. 

vn = Frequenz der Seriengrenze der «ten Schale. 

Legt man zur Berechnung von εη(ν) eine Druyvesteyn-Verteilung zu

grunde, so folgt für die Intensität des Rekombinationskontinuums der 

η-ten Schale 

4D) M = 1039 · «,+1 nc « . JS* e°·548 W¡«»»* , (45) 
n (kT)' 

mit if = 2,51 · 10"57cgsEinh. Die Größe εη(ν) 

wird in beiden Fällen in den Einheiten erg 

sec cm3 Δ ν ster 
gerechnet. 

FreifreiKontinuum (Bremsstrahlung) 

Auf dieselbe Weise wie das Rekombinationskontinuum leitet man 

das FreiFreiKontinuum ab. Bei Maxwellscher Geschwindigkeitsver

teilung gilt für nicht zu langwellige Strahlung18,38·45 

W (") = vi" »r+l n'F TSTT
 e~ ^ (46) 

k31 («îe)a 

mit 
F = — ~ ß — = 5,63 · 10 ~47 cgsEinh. 

3 V6m0 m0 c
3 

Bei Verwendung einer DruyvesteynVerteilung folgt dagegen 

fc(f ) (v) = 1,039 ■ » , + 1 n£ F  Z ° " , e" 0 ' 5" W (47) 
(*T,)* 

mit 

i r = 5,63 · 10_47cgs. Einh. 

Die Kontinua hängen in ihrer spektralen Abhängigkeit also emp

findlich von' der Geschwindigkeitsverteilung der Elektronen ab. Damit 

45 FINKELNBURG, W., u. TH. PETERS: Handbuch der Physik, Bd. 28, S. 79—204. 

BerlinGöttingenHeidelberg: Springer 1957. 
4G JÜRGENS. G. : Z. Physik 134, 21 (1952). 
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ist im Prinzip die Möglichkeit gegeben, die Geschwindigkeitsverteilung 
durch eine spektroskopische Messung der Kontinuumsintensitäten zu 
erhalten. 

Schlußbetrachtung 
Eine vergleichende Betrachtung der in der Tabelle 1 aufgeführten 

Werte mit den numerisch berechneten Werten, die in 1 wiedergegeben 
sind, zeigt deutlich, daß man zwei Temperaturgebiete voneinander 
trennen muß : 

a) das Gebiet u'inc = ^ - < \ . . . - 1 , 

b) das Gebiet u'ine— E¿^- > 1. 

Im Gebiet u¡ nc> \ hängt der totale Ionisierungsquerschnitt Si „c(«,'„c) 
sehr empfindlich von der gewählten Geschwindigkeitsverteilung der 
Elektronen ab. Kleine Änderungen in der Geschwindigkeitsverteilung 
können bereits recht große Änderungen in der Teilchendichte bzw. der 
Temperatur zur Folge haben. Die Form des differentiellen Ionisierungs
querschnittes geht weniger stark in das Ergebnis ein. 

Das Gebiet u'inc> 1 trifft im allgemeinen für Plasmen im stationären 
Zustand zu, in dem außerdem die betrachteten Teilchen (Atome, Ionen) 
keine metastabilen Zustände haben. 

Für das Gebiet u'inc< 1 bis uinc~^ ist sowohl die Geschwindigkeits
verteilung als auch der differentielle Ionisierungsquerschnitt q'iiTlc(U) 
für das Ergebnis wesentlich. Dieses letztere Gebiet gilt im allgemeinen 
für Plasmen, die sich nicht im stationären Zustand befinden. Es kann 
außerdem für Plasmen zutreffen, in dem angeregte metastabile Zu
stände stark besetzt sind. Von diesen Zuständen kann eine starke 
Ionisation ausgehen, da u'inc= *'"c- häufig nicht mehr viel größer als 
1 ist. Dies trifft z.B. in besonderem Maße für H e i und L i l l zu. Nahe 
beim metastabilen Niveau liegende Terme können — bezogen auf das 
metastabile Niveau — eine Besetzungsdichte aufweisen, die von einer 
Boltzmann-Verteilung wenig abweicht. 

Welche Geschwindigkeitsverteilung ist nun wirksam ? Sie läßt sich 
im Prinzip spektroskopisch aus der Messung der Kontinua ermitteln, 
da hier die Geschwindigkeitsverteilung mit ihrem exponentiellen Abfall 
direkt den exponentiellen Intensitätsabfall ergibt. Eine derartige Mes
sung dürfte jedoch nur für intensitätsstarke Plasmen im stationären 
Zustand bei genügend langer Expositionszeit möglich sein. Eine er
gänzende Messung mittels Sonden wird daher im allgemeinen nötig sein. 
Wird eine separate Messung der Geschwindigkeitsverteilung der Elek
tronen nicht durchgeführt, so sollte man sich stets darüber im klaren 

31* 
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sein, daß die „spektroskopische Temperaturmessung" zu Temperatur
werten führen kann, die durchaus um einen Faktor 2 bis 3 von der 
wirklichen effektiven Temperatur verschieden ist. Unter Temperatur 
sei hier jedesmal die ihr zugeordnete mittlere kinetische Energie \kTe 
der Elektronen verstanden. Eine weitere Fehlerquelle ist dadurch ge
geben, daß die kombinierte Dreierstoß-Strahlungskombination nicht 
berücksichtigt wird, wenn man sich im Übergangsgebiet zwischen dem 
thermodynamischen und nicht-thermodynamischen Gleichgewicht be
findet. Beide Effekte, nämlich Abweichung von der Maxwell-Verteilung 
in Richtung auf eine Druyvesteyn-Verteilung und kombinierte Dreier-
stoß-Strahhmgsrekombination führen zu höheren Elektronentempera
turen, wenn ein bestimmter Ionisationsgrad eingehalten werden soll. 

Abschließend möchte Verfasser Herrn Dr. F. ENGELMANN und Herrn Dipl.-Phys. 
OXENIUS für anregende Diskussionen und ergänzende Hinweise herzlich danken. 
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