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Um die Temperaturleitfahigkeit cines Materials zu bestimmen, fiihrt man
folgendes Experiment aus: man heizt innen cin Rohr wahrend sehr kurzer
Zeit mit Hilfe eines Blitzgerates. Man misst die Zeit, in welcher dic Temperatur
an der Aussenfliche des Rohres die Halfte ihres Maximalwertes erreicht.

Die Anwendung der FOURIER’schen Differentialgleichung der Warme-
leitung auf einen Hohlzylinder, mittels der Lésung eincs Eigenwertproblems,
fiihrt zu einer Reihenentwicklung in Bessclfunktionen als Ausdruck der
Temperatur.
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To determine experimentally the thermal diffusivity of a material, a tube
is heated inside by an instantaneous impulse of heat. A detcrmination is made
of the time taken for the temperature on the external surface of the tube needs
to reach the half of its maximum value.

Parting from the hcat equation applied to an insulated hollow cylinder,
through the solution of an eigenvalue problem, one obtains for the temperature
an expression in form of a series of Bessel functions.

A plot is made of the temperature as function of a variable 7 proportional
to the product of the diffusivity with the time.
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of the time taken for the temperature on the external surface of the tube needs
to reach the half of its maximum value.
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Die Temperatur wird graphisch dargestellt in Funktion der Veranderlichen ,
welche proportional dem Produkt der Temperaturleitfahigkeit und der Zeit ist.

Die Kenntnis des Wertes von 7, welcher der Hilfte der Maximaltemperatur
entspricht, erméglicht mit Hilfe der Bestimmung der Zeit, nach welcher diese
Temperatur wahrend des Experiments an der Aussenfliche des Zylinders
erreicht wird, die Berechnung der Temperaturleitfahigkeit.

Knowing the value of T corresponding to half the value of the maximum
temperature, and knowing the time after which this temperature is reached
in the experiment on the external surface of the cylinder, it is possible to calculate
the diffusivity.

Knowing the value of T corresponding to half the value of the maximum
temperature, and knowing the time after which this temperature is reached
in the experiment on the external surface of the cylinder, it is possible to calculate
the diffusivity.

Knowing the value of 7 corresponding to half the value of the maximum
temperature, and knowing the time after which this temperature is reached
in the experiment on the external surface of the cylinder, it is possible to calculate
the diffusivity.
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VORWORT

Berr T i el s ch fiihrt in der Abteilung Technologie
folgendes Experiment aus: Er heizt dlinnwandige Rohre aus verschiedenen
Materialien mit Hilfe eines Blitzgerites wihrend sehr kurzer Zeit und misst
die Temperatur an der Aussvnwandung des Rohres in Funktion der Zeit. Zweock
der Messung ist die Bestimmung der Temperaturleitfdahigkeit, der thermischen
Leitfdhigkeit und der spezifischen Wirme der gemessenen Materialien, Um
diese Werte nachzupriifen, haben wir die analytische Funktion der Temperatur
aufgestellt, indem wir von der FUURIER'schen Differentialgleichung der

Wirmeleitung ausgehen,






BESTIMMUNG DER“TEMPERATURLEITFKHIGKEIT IN EINEM HOHLZYLINDER
MITTELS DER LOSUNG DER FOURIER'SCHEN DIFFERENTIALGLEICHUNG
DER WARMELEITUNG

ZUSAMMENFASSUNG

Un die Temperaturleitfihigkeit eines Materials gzu bestimmen,
fliihrt man folgendes BExperiment auss man heizt innen ein Rohr wiéhrend sehr
kurzer Zeit mit Hilfe eines Blitzgerites. Man misst die Zeit, in welcher die
Temperatur an der Aussenfléche des Rohres die Hdlfte ihres Maximalwertes

erreicht,

Die Anwendung der FOURIER'schen Differentialgleichung der Wirme—
leitung auf einen Hohlzylinder, mittels der Lisung eines Eigenwertproblems,
fiibrt zu einer Reihenentwicklung in Besselfunktionen als Ausdruck der Tempe-

ratur.

Die Temperatur wird'graphisch dargestellt in Funktion der
Verinderlichen T , welche proportional dem Produkt der Temperaturleit-

fihigkeit und der Zeit ist.

lie Kenntnis des Wertes von T , welcher der Hialfte der Maximal-
temperatur entspricht, erméglicht mit Hilfe der Bestimmung der Zeit, nach
welcher diese Temperatur wiahrend des Experiments an der Aussenfléche des

Zylinders erreicht wird, die Berechnung der Temperaturleitfﬁhigxeit.

SUMMARY
To determine experimentally the thermal diffusivity of a material,

a tube is heated inside by an instantaneous impulse of heat. A determination
is made of the time taken for the temperature on the external surface of the

tube needs to reach the half of its maximum value.

Parting from the heat equation applied to an insulated hollow
cylinder, through the solution of an eigenvalue problem, one obtains for the

temperature an expression in form of a series of Bessel functions,

A plot is made of the temperature as function of a variable T

proportional to the product of the diffusivity with the time.

Knowing the value of T corresponding to half the value of the
maximum temperature, end knowing the time after which this temperature is
reached in the experiment on the external surface of the cylinder, it is

vossible to calculate the diffusivity.
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AUFGABENSTELLUN

Wir gehen von einem Hohlzylinder aus, lings dessen Achse eine Wirme-

quelle sehr kurze Zeit wirkt, Der Innenradius sei "a", "b" der Aussen-

radius und "L" die Hohe des Zylinders. Wir nehmen an, die Wdarmeleitung in

der Zylinderwandung verlaufe gemidss einer Rotationssymmetrie und die

Innen- und Aussenfldachen seien isoliert.

Man gelangt zu folgender Differentialgleichung in 2Zylinderkoordinatent

ST 3 1 dr
ﬁi&(s?i-;?;)

wobeli T die Temperatur, @ die Temperaturleitfihigkeit und r die Radial-

koordinate bezeichnens

Die Anfangsbedingungen lauten:

Q
T(r,0) = —————r agr<a+¢€
2®a€elL c¢
T(r,o0) = o a+6<rghb

und die Randbedingungen:

OT T
(3Fr=a = (8Frp = 0O

LOSUNG DER DIFFERENTIALGLEICHUNG

Wir wenden die Methode der Trennung der Verdnderlichen an und

setzen

T(r,t) = X(t).U(r)

Einsetzen von (4) in (1) ergibt

2 - o (242, s

(1)

(2)

(3)

(4)



und man erhdlt

1 4X_1,4%T 141U, __)\2 * "

& ail Rour R & w2l (™
r

wobel X konstant ist, da ja das erste Glied unabhingig von r und das zweite

unabhéngig von t ist.
Folglich erhdlt man die Differentialgleichung

2
E_.I.ZJ+1H+X2U-O (5)
dr rdr

welche gemeinsam mit den Randbedingungen ein Eigenwertproblem ergibt und
folgende Beziehung:

d_f +IN ¥ - 0 (6)

Erstere wird gelost durch die Funktion
U=aJ (Ar) +BY (Ar) . (8"

wobei die Konstanten A, B, A mittels der Randbedingungen bis auf einen

Faktor zu bestimmen sind. Die Losung der zweiten Gleichung erhdlt die Form

-dkat
X = xo e (6')

Wegén der Bedingungen (3) fiihrt die Gleichung (5) zu folgenden Eigenfunk-

tionen:

U, Oyr) = I TR ) - J5A ) Y AT (?)

welche der Bedingung (%;g)v<b=0 geniigen; man hat niémlich

UJ(ADb) =0 (7")

® Die Wahl von N2 als Wert des zweiten Gliedes von (1") bedingt, dass die
Losung T(r,t) fir t—»oco begrenzt bleibt, was von (6') abgeleitet werden

kann. (Siehe Fussnote = = Seite §)
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Ferner erhiilt man folgende Eigenwerte, welche Wurzeln der Gleichung:

ui(ha) = TP b) Ji(ha) - 3r(A.b) Ti(A8) = O (8)

sind.

Man entwickelt nun T(1,0) in eine Reihe orthogonaler Eigenfunktionen, von

der Form Ui(Xir), welche den Randbedingungen (3) geniigen % . ebenso T(r,t).

Da die Funktion C_ (Konstante) auch der partiellen Differentialgleichung (1)

und den Beziehungen (3) geniigt, erhilt man fiir ®(r,t) folgenden Ausdruck
-aAe ¢

T(ryt) = C_ + 3'_? C, U,(A; =) e i (9)
i=1

Q

= (10)
° W(b?-az)n o p

c

(Q stellt die Wirmemenge des Zylinders dar, ¢ die spezifische Wdrme und
die Dichte).

Dieser Wert von C_, ergibt sich, indem man beriicksichtigt, dass die totale

(o}
Wdrmemenge konstant bleiben muss.

Dieses wird ausgedriickt durch folgende Gleichung:

21'!,'/.b T(rytlr d r = (1)
a Lec ‘2
Eingetzen von (10) ergibt:
b oo 2 Q
211"/; Cor dr + 21’(i§1 [a Ui(xia) -b Uj'_(xib)] e-dxi t . _— r (12)

% Siehe bibliographische Angaben [3] und [5]

* % Man gelangt auch zu diesem Wert von Co wenn man annimmt, die Temperatur
b
strebe schliesslich einem Mittelwert zu:
L zu ‘/a‘ T(r,0)rdr
T(r,oo) zT——
f rdr
a

Dieser Integralenquotient hat gerade den Wert des zweiten Gliedes von (10),.

Diese Annahme ist mdglich, da die Exponenten der Gleichung (9) negativ

sind.




wenn man die Beziehung

Jrug Oy x) dr = ar U3, ) (13)

betrachtet, Wegen (7') und (8) folgt nun
2 2 Q
cho (b - a ) = r—--c g (14)

und man findet fiir C, den vorher erwdhnten Wert.

(]
Die C, sind durch den Ausdruck

i

b
o L‘ T(r,O)r Ui(Xir) dr

he 1 "/b >
AR Ui(Xir) dr

(15)

2
™Q Xi J,‘(Xia)

€ x
- — (1 + =)ur|X.(a + &)
kLeg & J5(M,a) - J5(Ab) I ]

gegeben ,

Die Berechnung der Koeffizienten Ci' Berechnen wir zuerst die Nenner
D -/.b vl (X, r) rdr
i a i

es ergibt sich
1 2 " b
b = - 5 [+° 1,0 00yh; 0]
Wenn wir die WRONSKI'sche Formel betrachten

2

Jn(x)Y!'l(x) - Yn(x)Jl'l(x) - =3

und
J;(i\.ia) i Yt;('\'ia) ) ()
J;(Xib) Y;(Xib)

setzen, so erhdlt man, wegen (8)

2 2
b U, (A;D) o o a Ui(l\'ia) - =X

" 2 " = 2
b Ui (kib) = - _'-t‘—xj-. a Ui(xia) = - T?x;.
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und es folgt 2 2
“ - ) . 2[“1('\1‘)‘ 350v)
P1 "Rz 5 A g0

Die Zidhler werden uns durch folgende Formel geliefert:

b Q +€
L -j;- T(r)O)Ui(Air)rdr = P— c?fe Ui(xir)rdr

Berechnen wir nun das Integral

a+b . '
r o, a+8 a+b .,
I -‘/a‘L Ui(Xir)rdr Ia [- /\: Ui(kir)]a = - -A—i Ui[Ai(awE)]
so erhdlt man :
Q (1+8)
N, = - - 2y [A (a+€)
i 2T EL ¢ P 5 i[ i ]
und es ergibt sich
2
T Q (a+f) 370 ;8)
C = - A u! A(a-"'S)
Hlep a€ i Jf(xia)-Jf()‘.b) i[ i J
i
Die Losung T(r,t) erhidlt die Form
T Q oo Jf(xia)

T(r,t)= (e*€,

- z
T(b-a")lep HEL P iz 5N a)-35(A,b)

(16)
[X (a+8)] U (A r)e“GA
Lassen wir nun E gegen Null streben, so werden die Koeffizienten
Q J,(Aa) I (X Db)
c, = i e )
2alep J7A a)=37(A,b)
und man erhélt schliesslich,
Q Q & . 3,08 3O -6 N2
T(r,t) = A r)e

+
T(b°=a°)L cp 2alep im i 2()« )3 20 ;b) Uy

Setzen wir den Exponenten gleich T, welcher ein dimensionsloser Parameter ist,

und filhren wir die reduzierte Temperatur 6(r,T) ein, welche man bekommt, indem

man T(fr,t) durch die Temperatur fiir t—oodividiert, so folgt:

(18)
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- oo

Wp2ad) T A T2 I4P) -T \

— , = = U (Air)e (181)
2a "t 1 a0 a)-a(A )

e(r,t) = 1 +

Weil wir uns aber hauptséichlich fiir die Aussentemperature ©(b,T) interessie-

ren, kdnnen wir schreiben

o(b,1) = 14 B X 7O 300w

) (19)
B 1= 20e) - 5O

BERECHNUNG EINER EFFEKTIVEN TEMPERATUR

Die Autoren von [2] gehen im ebenen Fall aus von dem Mittelwert der redu-~
zierten Temperatur an den Anfangs~ und Endpunkten und integrieren diesen bis
zu dem Zeitpunkt, wo die Endtemperatur den halben Maximalwert erreicht. Dieses
Integral dividiert durch die entsprechende Zeit ergibt die sogenannte "effek-
tive" Temperatur.

Wir fiilhren nun im drehsymmetrischen Falle eine &hnliche Rechnung aus fiir

k = 1,07, Welil die Umfénge des Innen~ und Aussenkreises 2 ft a bezw., 2 Tt b eind,
8(a,¥)+6(b,T)
2

ist es logischer stait y den Temperaturmittelwert

a 8(a,T) + b 6(b,T) _
a+b (20)

) m(‘t:') =

zu setzen. Aus (18') folgt

2 2R g (A b) -1:
e(a,D) =1+ 52 i§1 (21)
a I3 ()\ a)-J (A b)

Wegen (19) erhalten wir

% =14 g‘ JmJl;fib; 5 2
R e | 1
Die Integratioq ergibt
AL
Ts (23)
e = M2 9O ’Ham

= 1 (=) . 1 - X'
o 1=1'K J1(Aia)-J1(Xib)[ ° ]

Die graphische Abbildung 2b) gibt uns t1/2 = 1,38, Die Gleichung (23) pro-
grammiert liefert das Resultat eeff = 1,5591 was sehr wenig von der Formel (1V)
(15) von [2) abweicht,
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AUSFUHRUNG DER PROGRAMME

Wir haben folgende Programme ausgefiihrt:

A) Testprogramme

B)

1) Berechnung der Nullstellen von Ui(xia) [Gleichung (8)] fiir
a = 85
b = 90,95
Wir haben eine Formel aufgestellt, die eine anndhernd gute Bestimmung
der Nullen Aia gibt, Diese Formel lautet

und k = 1,07 (Siehe Tabelle 1)

X.a = % - (25)

(Siehe Schlussbemerkung).

2)Tabellierung von T(r,0) nach der vereinfachten Formel (18) (Vgl. Fig.
1a)).

3) Tabellierung von T(r,0) nach der genauen Formel (16) (Vgl. Fig. 1b)).

L) Tabellierung von ©(b,T), wobei der Parameter T = 6')(‘3 t bedeutet
(Vgl. Fig. 2a) und 2b)),

Tabellierungsprogramme

1

a, = 89 mm b

a
"

95 mm ] 95/89 = 1,0674

Gegebene Werte:

a, = 89 mm b2 101 mm k2 101/89

141135

1) Berechnung der Nulstellen von Ui(xia) fiir die Werte k
(Siehe Tabelle 1),

1 und k2 von ko

2) Tabellierung von &(a,t), S(E%B,'U) und 6(b,T) nach der Formel (18')
fir den Wert k, mit 0,1 < ¥ & 10 und AT= 0,1 (Vgl. Tabellen 2a),
2b), u. 2c) und siehe Abb, 3a)).

3) Tabellierung derselben Funktionen im Falle k, (Vgl. Tabellen 3a), 3b)
und 3¢) und siehe Abbildung 3b)),

4) Tabellierung von e(r,to) fiir ky, mit 89 ¢ r £101 und T= 0,5; 1;
1,55 23 2,5; 4; 10, ’
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C) ERGANZUNGSPROGRAMME
1) Berechnung nach [2] einer sogenannten "effektiven" Temperatur im

rotations~symmetrischen Falle fiir k = 1,07.

2) Auswertung der Gleichung (6) des Berichtes [2] (ebener Fall):

Tabellierung der reduzierten Temperatur.

BESTIMMUNG DER TEMPERATURLEITFAHIGKEIT

Die graphische Darstellung der Kurve ©(T) ermtglicht ohne Schwierig-
keit die Bestimmung der Temperaturleitfédhigkeit. Wir nehmen jetzt an, das
Experiment liefere uns die Zeit, nach der die reduzierte Temperatur den
Wert ©' annimmt; der Wert des Parameters ®', der ©' entspricht, wird dann
von der Kurve ©(T) abgeleitet.

Man kann die Temperaturleifdhigkeit von der Formel (26) herleiten

(27)

Als Beispiel nehmen wir t' = 0,07 s; 6' = 0,5; aus Figur 2b) ergibt!sich

T = 1,38; wegen X1 = E%%% em ! folgt
1 38
6 = -ﬁﬂ——L————- = 0, 176 cm® &7 (28)
12)2 0 07 .
k257 !

Wir haben festgestellt, dass die Kurven der reduzierten Endpunkttempe-
ratur V(1,t) [2] bzw. der Aussentemperatur 8(b,?) fiir beliebiges b praktisch
iibereinstimmen, Ferner hat die "effektive" Temperatur im ebenen und im

rotationssymmetrischen Falle denselben Wert,

Hieraus schlussfolgern wir, dass bei einem diinnwandigen Hohlzylinder
genligend grossen Durchmessers die Temperaturverteilung im Wandungsquerschnitt

annihernd dieselbe ist wie im Querschnitt einer ebenen Platte.



Tabelle

Tabelle

Tabelle

Tabelle

Tabelle

Tabelle

Tabelle

Tabelle

Abb,

abb,

Abb,

Abb.,

Abb,

Abb,

Abb,

1a)

1b)

2a)

2b)

3a)

3b)

L)

2a)
2b)

2¢)

3a)
3b)
3c)
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Die Nullstellen von Ui(x); drei Werte von k = 2

0 = 0(a,®); k = k1(= gg)
0 =0(b,®); k

n
=

0 =0(32,0); k=k

0 = 0(a,T) ; k = k, (= 89 )
0 =06(b,T) ; k= k,
e = 9(5§3,1ﬂ; k =k,

V=V(l,T) ; ebener Fall

ABBILDUNGEN

T = T(r,0); k = 1,07; Formel (18)

T = T(r,0), k = 1,07; Formel (16)

e

6(b,¥), k = 1,07

Gradliniger Teil von 2a).

= - _ 95
6 =6 (r ,%T), k = k, ( = 85 )
Werte von Tyt 8 = 89, E%E = 92, b = 95,
0 = O(ro,'c'). k = ka ( = lg-;)
Werte von ry: a = 89, E%E = 95, b = 101,

Werte von to: 0,55 15 1,53 25 2,5; 4; 10,



- 15 -

SCHLUSSBEMERKUNG

Die Formel 25 wird auf folgende Weise aufgestellt:

Fiir grosse Werte von x hat man die Ndherungsformeln [6]

Jn(x)N \/T_YZ—-;.cos [x=-(2n + 1) 1;]
Yn(x)N \/;—l,a_—x\sin [x - (2n + 1) 1{]
Aus (8) ergibt sich
Ui(Aa) = Y (\b) J (Aa) - T (Ab) Y (A a)
nl;é; sin (Aib - Aia)
Dieser Ausdruck verschwindet, wenn wir folgende Beziehung haben
A(b-a)=km
i

Dieses Ergebnis geht auch aus Tabelle 1 hervor; geht man von k, zu k_ iiber,

1 2
80 verdoppelt sich b - a, Tatsdchlich stimmen jede nte Nullstellen aus

t
)en

Kolonne 2 mit der entsprechenden (2n Nulstelle aus Kolonne 3 liberein.
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TABELLE 1
.—

Die Nullstellen von Ui(x); drel Werte von k = E .

i k=kj=1,07 k =k, = 1,0674 k =k, = 1,1135
1 L4 ,8877 k6,6079 23,3143
2 89,7637 | 93,2044 46,6074
3 134,6423 139,8035 69,9052
L 179,5216 186,4032 93,2041
5 224,401 233,0031 116,5035
6 269,2807 279,6031 139,8032
vi 314,160k 326,2033 163,1030
8 359,0L402 372,8035 186,4029
9 %¥03,9200 k19,4037 209,7028
10 448 ,7998 466,0039 233,0028
11 493,6797 512,6041 156 ,3029
12 538,5595 559,204k | 279,6029
13 583,4393 605,8046 302,9029
14 628,3192 652,4049 326,2030
15 673,1990 699,0052 349,5031
16 718,0789 745,6055 372,8032
17 762,9588 792,2057 396,1032
18 807,8386 838,8060 k19,4033
19 852,7185 885,4063 Li2 7034
20 897,5984 932,0066 466,0035
21 942,4783 978,6069 489,3036

22 987,3582 1025,2072 512,6038
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