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BESTIMMUNG D E R T E M P E R A T U R L E I T F Ä H I G K E I T IN EINEM 
H O H L Z Y L I N D E R MITTELS D E R LÖSUNG D E R F O U R I E R ' S C H E N 
D I F F E R E N T I A L G L E I C H U N G D E R WÄRMELEITUNG von G. DI COLA 
und R.F. GLODEN 

Europäische Atomgemeinschait ­ EURATOM 
Gemeinsame Kernforschungsstelle 
Forschungsanstalt Ispra (Italien) 
Zentralstelle für die Verarbeitung wissenschaftlicher Information (CETIS) 
Brüssel, September 1963 ­ 31 Seiten + 6 Abbildungen. 

Um die Temperaturleitfähigkcit eines Materials zu bestimmen, führt man 
folgendes Experiment aus : man heizt innen ein Rohr während sehr kurzer 
Zeit mit Hilfe eines Blitzgerätes. Man misst die Zeit, in welcher die Temperatur 
an der Aussenfläche des Rohres die Hälfte ihres Maximalwertes erreicht. 

Die Anwendung der FOURIER'schen Differentialgleichung der Wärme­
leitung auf einen Hohlzylinder, mittels der Lösung eines Eigenwertproblems, 
führt zu einer Reihenentwicklung in Besselfunktionen als Ausdruck der 
Temperatur. 
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DETERMINATION OF T H E R M A L CONDUCTIVITY IN A HOLLOW 
CYLINDER BY SOLVING T H E F O U R R I E R D I F F E R E N T I A L EQUATION 
FOR T H E T H E R M A L CONDUCTIVITY by G. DI COLA and R.F. GLODEN. 

European Atomic Energy Community ­ EURATOM. 
Joint Nuclear Research Center 
Ispra Establishment (Italy) 
Scientific Data Processing Center (CETIS) 
Brussels, September 1963 ­ pages 31 ­ figures 6 

To determine experimentally the thermal diffusivity of a material, a tube 
is heated inside by an instantaneous impulse of heat. Á determination is made 
of the t ime taken for the temperature on the external surface of the tube needs 
to reach the half of its maximum value. 

Part ing from the heat equation applied to an insulated hollow cylinder, 
through the solution of an eigenvalue problem, one obtains for the temperature 
an expression in form of a series of Bessel functions. 

A plot is made of the temperature as function of a variable τ proportional 
to the product of the diffusivity with the time. 
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DETERMINATION OF T H E R M A L CONDUCTIVITY IN A HOLLOW 
CYLINDER BY SOLVING T H E F O U R R I E R D I F F E R E N T I A L EQUATION 
FOR T H E T H E R M A L CONDUCTIVITY by G. DI COLA and R.F . GLODEN. 

European Atomic Energy Community ­ EURATOM. 
Joint Nuclear Research Center 
Ispra Establishment (Italy) 
Scientific Data Processing Center (CETIS) 
Brussels, September 1963 ­ pages 53 ­ figures 6 

To determine experimentally the thermal diffusivity of a material, a tube 
is heated inside by an instantaneous impulse of heat. A determination is made 
of the time taken for the temperature on the external surface of the tube needs 
to reach the half of i ts maximum value. 

Par t ing from the heat equation applied to an insulated hollow cylinder, 
through the solution of an eigenvalue problem, one obtains for the temperature 
an expression in form of a series of Bessel functions. 

A plot is made of the temperature as function of a variable Τ proportional 
to the product of the diffusivity with the time. 
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is heated inside by an instantaneous impulse of heat. A determination is made 
of the time taken for the temperature on the external surface of the tube needs 
to reach the half of its maximum value. 

Part ing from the heat equation applied to an insulated hollow cylinder, 
through the solution of an eigenvalue problem, one obtains for the temperature 
an expression in form of a series of Bessel functions. 

A plot is made of the temperature as function of a variable τ proportional 
to the product of the diffusivity with the t ime. 



Die Temperatur wird graphisch dargestellt in Funktion der Veränderlichen r, 
welche proportional dem Produkt der Temperaturleitfähigkeit und der Zeit ist. 

Die Kenntnis des Wertes von τ, welcher der Hälfte der Maximaltemperatur 
entspricht, ermöglicht mit Hilfe der Bestimmung der Zeit, nach welcher diese 
Temperatur während des Experiments an der Aussenfläche des Zylinders 
erreicht wird, die Berechnung der Temperaturleitfähigkeit. 

Knowing the value of τ corresponding to half the value of the maximum 
temperature, and knowing the time after which this temperature is reached 
in the experiment on the external surface of the cylinder, it is possible to calculate 
the diffusivity. 

Knowing the value of τ corresponding to half the value of the maximum 
temperature, and knowing the time after which this temperature is reached 
in the experiment on the external surface of the cylinder, it is possible to calculate 
the diffusivity. 

Knowing the value of τ corresponding to half the value of the maximum 
temperature, and knowing the time after which this temperature is reached 
in the experiment on the external surface of the cylinder, it is possible to calculate 
the diffusivity. 
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V O E W Ο Ε Τ 

Herr Τ i Θ 1 s ο h führt in der Abteilung Technologie 

folgendes Experiment aus« Er heizt dünnwandige Eohre aus verschiedenen 

Materialien mit Hilfe eines Blitzgerätes während sehr kurzer Zeit und misst 

die Temperatur an der Aussenwandung des Eohres in Punktion der Zeit, Zweok 

der Messung ist die Bestimmung der Temperaturleitfähigkeit, der thermischen 

Leitfähigkeit und der spezifischen Wärme der gemessenen Materialien, Um 

diese Werte nachzuprüfen, haben wir die analytische Punktion der Temperatur 

aufgestellt, indem wir von der PüUEIEE'sehen Differentialgleichung der 

Wärmeleitung ausgehen0 





BESTIMMUNG DEH TEMPERATUELEITFÄHIGKEIT IN EINEM HOHLZYLINDER 
MITTELS DER LÖSUNG DER FOURIER'SCHEN DIFFERENTIALGLEICHUNG 

DER WÄRMELEITUNG 

ZUSAMMENFASSUNG 
Um die Temperaturleitfähigkeit eines Materials zu bestimmen, 

führt man folgendes Experiment aust man heizt innen ein Bohr während sehr 
kurzer Zeit mit Hilfe eines Blitzgerätes. Man misst die Zeit, in welcher die 
Temperatur an der Aussenfläche des Rohres die Hälfte ihres Maximalwertes 
erreichte 

Die Anwendung der POUEIEE'sehen Differentialgleichung der Wärme­
leitung auf einen Hohlzylinder, mittels der Lösung eines Eigenwertprobleme, 
führt zu einer Reihenentwicklung in Besselfunktionen als Ausdruok der Tempe­
ratur. 

Die Temperatur wird graphisch dargestellt in Punktion der 
Veränderlichen X , welche proportional dem Produkt der Temperaturleit­
fähigkeit und der Zeit ist. 

Die Kenntnis des Wertes von X , welcher der Hälfte der Maximal­
temperatur entspricht, ermöglicht mit Hilfe der Bestimmung der Zeit, nach 
welcher diese Temperatur während des Experiments an der Aussenfläche dee 
Zylinders erreicht wird, die Berechnung der Temperaturleitfähigiceit, 

SUMMARY 
To determine experimentally the thermal diffusivity of a material, 

a tube is heated inside by an instantaneous impulse of heat, A determination 
is made of the time taken for the temperature on the external surface of the 
tube needs to reach the half of its maximum value. 

Parting from the heat equation applied to an insulated hollow 
cylinder, through the solution of an eigenvalue problem, one obtains for the 
temperature an expression in form of a series of Bessel functions, 

A plot is made of the temperature as function of a variable X 
proportional to the product of the diffusivity with the time. 

Knowing the value of X" corresponding to half the value of the 
maximum temperature, and knowing the time after which this temperature is 
reached in the experiment on the external surface of the cylinder, it is 
possible to calculate the diffusivity. 
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AUFGABENSTELLUNG 
S B = « C s n = S B S = = S 5 B 

Wir gehen von einem Hohlzylinder aus, längs dessen Achse eine Wärme­

quelle sehr kurze Zeit wirkt. Der Innenradius sei "a", "b" der Aussen­

radius und "L" die Höhe des Zylinders, Wir nehmen an, die Wärmeleitung in 

der Zylinderwandung verlaufe gemäss einer Rotationssymmetrie und die 

Innen­ und Aussenflachen seien isoliert. 

Man gelangt zu folgender Differentialgleichung in Zylinderkoordinaten« 

ÒT o /à
2
 Τ 1 ÒT, ... 

wobei Τ die Temperatur, rf die Temperaturleitfähigkeit und r die Radial­

koordinate bezeichnen«, 

Die Anfangsbedingungen lauten: 

(2) 

T(r,o) = a ̂  r ¿ a + £ 

2ita EL c Ç 

T ( r , o ) = o a + 6 < r ^ b 

und d i e Randbedingungen: 

c4Ä β (**> h =o (3) 
3 r r=a o r r=b

 w
' 

^2§ïïgi_25?_5ï|P§5NTIALGLEICHUNG 

Wir wenden die Methode der Trennung der Veränderlichen an und 

setzen 

T(r,t) = X(t).U(r) (4) 

Einsetzen von (k) in (ï) ergibt 

dr dr ^ 

/./ 
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und man erhäl t 

1 d X 1 (åh 1dU, \2 * (l„x 

βΐπ = ο ( - - 2 + 9 d-r} = - Λ n ' 
d r 

wobei λ konstant ist, da ja das erste Glied unabhängig von r und das zweit« 
unabhängig von t ist. 

Folglich erhält man die Differentialgleichung 

¿5 +1 *i + λ
2
 υ - o (5) 

, ¿ r a r 
dr 

welche gemeinsam mit den Randbedingungen ein Eigenwertproblem ergibt und 

folgende Beziehung: 

J­Î +*λ
2
 χ = o (6) 

α t 

Erstere wird gelöst durch die Funktion 

U ·= A J (Ar) + Β Υ (λ Γ) (5·) 

ο ο 

wobei die Konstanten Α, Β, λ mittels der Randbedingungen bis auf einen 

Faktor zu bestimmen sind. Die Lösung der zweiten Gleichung erhält die Form 

- Ö X
2 t 

X = X e (6·) 

o 

Wegen der Bedingungen (3) führt die Gleichung (5) zu folgenden Eigenfunk­

tionen: 

0± (X±r) = Y¿(X±b).J0(A±r) ­ J¿(Aib) Y0(X±r) (7) 

Ò Τ 
welche der Bedingung (­jr­)r_v

=0
 genügen; man hat nämlich 

U¿(Xb) « 0 (7') 

* Die Wahl von ­Λ als Wert des zweiten Gliedes von (V) bedingt, dass die 

Lösung T(r,t) für t­^oo begrenzt bleibt, was von (6') abgeleitet werden 

kann. (Siehe Fussnote ζ ζ Seite 8) 



­ δ ­

Ferner erhält man folgende Eigenwerte, welche Wurzeln der Gleichung: 

U.'(X.a) ­ Y'(X.b) J«(X,a) ­ J'(A,b) Y'(A.a) = 0 (8) 

i i O l O l O l O l 

sind. 

Man entwickelt nun T(1,0) in eine Reihe orthogonaler Eigenfunktionen, von 

der Form U.(X.r), welche den Randbedingungen (3) genügen j ebenso T(r,t). 

Da die Funktion C (Konstante) auch der partiellen Differentialgleichung (ï) 
o 

und den Beziehungen (3) genügt, erhält man für l(r,t) folgenden Ausdruck 

oo v ~<*K t 
T(r,t) = Co + Σ. C± υ±(λ± r) e

 x
 (9) 

mit 

Q 

C 5—= (10) 

° 1*(b
2
­a

2
)Lcj> 

(Q stellt die Wärmemenge des Zylinders dar, c die spezifische Wärme und 

die Dichte). 

Dieser Wert von C ergibt sich, indem man berücksichtigt, dass die totale 

Wärmemenge konstant bleiben muss. 

Dieses wird ausgedrückt durch folgende Gleichung: 

/Jb Q 
2ltr/ T(r,t)r d r ­ (11) 

''a L o p 

Einsetzen von (10) ergibt: 

«b °° rj\2- Q 

21ty CQr d r + 2 ^ ^ [a U^(X±a) ­ b U¿(X±b)] e" i * ­ (12) 

Siehe bibliographische Angaben C3J und Q5] 

ζ ζ 
Man gelangt auch zu diesem Wert von C wenn man annimmt, die Temperatur 

ib 

)rdr 
T(r,oo) 

strebe schliesslich einem Mittelwert zu: f°„, , 

Ja T(r,0] 

l
rdr 

Dieser Integralenquotient hat gerade den Wert des zweiten Gliedes von (10). 

Diese Annahme ist möglich, da die Exponenten der Gleichung (9) negativ 

sind. 
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wenn man die Beziehung 

fr V± (At r) dr ­ ­r U^Q^ r) (13) 

betrachtet. Wegen (7') und (8) folgt nun 

« co (b2 ­ a2) ­ L­ff <1<l) 

und man findet für C. den vorher erwähnten Wert, 

Die C sind durch den Ausdruck 
i»b 

Cj
 'TE 

j£ T(r;0)r U^X^dr 

i Λ6 ; 

J r uf(X.r) dr 
a i l 

(15) 

1tQ λ, J
2
(X,a) £ 

= i ?
 1 i

 . (1 + |)Uj[X,(a +8)1* 
ifLc<? ε J

2
a ± a ) - J

2
(X±b) a IL i J 

gegeben t 

Die Berechnung der Koeffizienten C . Berechnen wir zuerst die Nenner 

\ 'J U
2
 (X±r) rdr 

a 

es ergibt sich 

Di ­ ­ î i>2 ' i V ^ ' f l ï 
Wenn wir d ie WRONSKI'sche Formel betrachten 

J (x )Y' (x ) - Y ( x ) J ' ( x ) - ¿-
n n n n 1C χ 

und 

J ' ( λ , a) Υ'(λ, a) 
O l ο ι 

J«(X,b) Υ'(λ. b) Γ 
o i ο ι 

setzen, so erhält man, wegen (8) 

b ü i (V> BirÍ7 a U i ( A ïa ) ­ « ^ 

b υϊ <V> - - d ç a u ï ( X i a ) - - ^ 
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und es f o l g t 

Die Zähler werden uns durch folgende Formel g e l i e f e r t : 

Λ Q />a+6 
Ν . - / T (r .0 )U . (A .r )rdr = / U (λ r)rdr 

1
 « V ' l i 2 l t a 6 L c f »/a 

Berechnen wir nun das Integral 

ι ­ / " W ) r d , ' ■ [­ r '1Μ]Γ·­ ­ i r «iLV­· 3 
a *· *■ 

so erhä l t man 

«
 ( i+

Ì> rv 

' i ­ ? 1 g t T ■ i r " ui \(a+e)] 
2 TT 8 L c ρ Λ. 

und es ergibt sich 

c . ­ £ 3 <·*» χ f ^ \ ■ u.[xi(a+e3 
i IfLcp a 6 i j ( V a ) . j ( h ) i

L
 ι -J 

Die Lösung T ( r , t ) erhä l t die Form 

Q IV Q οβ v J
2
(X a) 

T ( r . t ) - - - , Σ. λ .
 1

 % ( S - i i ) . 

1 C ( b - a
¿
) L c p U L o p i=1

 1
 J*(X a)-J^(X±b)

 a 

- *λ
2 

(16) 

u ^ U + 6 ) ] U i ( A i r ) e " *
A

i
 t 

Lassen wir nun & gegen Null streben, so werden die Koeffizienten 

C ­ λ l i l i ­ , (17) 
1
 2 a L e ρ

 i
 J (λ a)­J (λ b) 

und man erhäl t s c h l i e s s l i c h 

Q Q S J.a.a) J.(X.b) t ­eX2t 
T(r,t) . g­ , + £ λ 4 ­ i I­i— U,(X,r)e i (18) 

1 t ( b
¿
- a

¿
) L c p 2 a L c f i - 1

 χ
 ^ ( λ ± & ) - ^ ( λ ^ )

 i i 

Setzen wir den Exponenten gleich V , welcher ein dimensionsloser Parameter ist, 

und führen wir die reduzierte Temperatur e(r,t) ein, welche man bekommt, indem 

man TCr,t) durch die Temperatur für t­»*oodividiert, so 'folgt: 
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«,Λ . , . ί ιώώ f A y ' A r t , αιΡ).-·Ε (18.) 
Weil wir uns aber hauptsächlich für die Aussentemperature 6(b,X) interessie­
ren, können wir schreiben 

SS J^a) J^b) 

vf
2
(X±a) ­ J

2
(A±b) 

e(b,t) = 1 ♦ LS. f. 4­i LJL— e­
r
 (19) 

* ab i«1 _2,\ » T2/\ .» 

BERECHNUNG EINER EFFEKTIVEN TEMPERATUR 

Die Autoren von [23 gehen im ebenen Fall aus von dem Mittelwert der redu­

zierten Temperatur an den Anfangs­ und Endpunkten und integrieren diesen bis 

zu dem Zeitpunkt, wo die Endtemperatur den halben Maximalwert erreicht. Dieses 

Integral dividiert durch die entsprechende Zeit ergibt die sogenannte "effek­

tive" Temperatur. 

Wir führen nun im drehsymmetrischen Falle eine ähnliche Rechnung aus für 

k » 1,07. Weil die Umfange des Innen­ und Aussenkreises 2 Κ a bezw. 2 TC b sind, 

ist es logischer statt ïr î—- , den Temperaturmittelwert 

β rø , a e(a,tr) + b e(b,r) ( } 

m a + D * ' 

zu setzen. Aus O8') folgt 

2 2 ψ j
2
(A.b) _τ 

e(att) = 1 +
 b
 Ζ

 a
 A, 4­i 5 β (21) 

a
2 1=1

 α
2
(λ±&)­α

2
(λ^) 

Wegen (19) erhalten wir 

e
«rø »

 1 +
 T

5
 £ P /

1 ±b
\ «'̂  <

22
> 

a ie1
 J ^ a i ­ j ^ b ) 

Die Integration ergibt 

eff ΓΊ 
Ό 2 (23) 
b-a Σ Λ,2 JAb> Γ. -&*1 » 1 ♦ ■ = = » « ~ « ( 
a t? j i ­

 1 
I)

2
 1 i Π . « λι 21 

*i J ^ a M ^ b )
 L J 

Die graphische Abbildung 2b) gibt uns ty = 1,38. Die Gleichung (23) pro­

grammiert liefert das Resultat θ = 1,5591 was sehr wenig von der Formel (If) 

(15) von [23 abweicht. 

/./ 
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AUSFÜHRUNG DER PROGRAMME 

Wir haben folgende Programme ausgeführt: 

A) Testprogramme 

1) Berechnung der Nullstellen von U^(X.a) [Gleichung (8)3 für 

a B 8 5
 und k « 1,07 (Siehe Tabelle 1) 

b » 90,95 

Wir haben eine Formel aufgestellt, die eine annähernd gute Bestimmung 

der Nullen A.a gibt. Diese Formel lautet 

λ, a = k i r ^ (25) 

i b­a 

(Siehe Schlussbemerkung). 

2)Tabellierung von T(r,0) nach der vereinfachten Formel (18) (Vgl. Fig. 

1a)). 

3) Tabellierung von T(r,0) nach der genauen Formel (16) (Vgl. Fig. 1b)). 

Ό Tabellierung von e(b,1i), wobei der Parameter t = S λ t bedeutet 
(Vgl. Fig. 2a) und 2b)). 

B) Tabellierungsprogramme 
Λ^ = 89 mm ^ = 95 mm k1 = 95/89 = 1,06?^ 

Gegebene Werte:J 
U 2 = 89 mm b 2 = 101 mm k£ = IOI/89 = 1,1135 

1) Berechnung der Nulstellen von U'(A a) für die Werte k1 und k? von k. 

(Siehe Tabelle 1). 

2) Tabellierung von 8(a/fc), θί — ,ν) und Oíb.­tf) nach der Formel (18') 
für den Wert k mit 0,1 4.V s< 10 und ΔΧ= 0,1 (Vgl, Tabellen 2a), 

2b), u. 2c) und siehe Abb. 3a)). 

3) Tabellierung derselben Funktionen im Falle kp (Vgl. Tabellen 3a), 3b) 

und 3c) und siehe Abbildung 3b)). 

k) Tabellierung von e(.r,VQ) für k2, mit 89 £ r ¿101 und V= 0,5; ï; 

1,55 2; 2,5i 4} 10. 

/./ 



13 ­

C) ERGÄNZUNGSPROGRAMME 

1) Berechnung nach [23 einer sogenannten "effektiven" Temperatur im 

rotations­symmetrischen Falle für k = 1,07« 

2) Auswertung der Gleichung (6) des Berichtes [23 (ebener Fall): 

Tabellierung der reduzierten Temperatur. 

BESTIMMUNG DER TEMPERATURLEITFÄHIGKEIT 

Die graphische Darstellung der Kurve 6(tf) ermöglicht ohne Schwierig­

keit die Bestimmung der Temperaturleitfähigkeit. Wir nehmen jetzt an, das 

Experiment liefere uns die Zeit, nach der die reduzierte Temperatur den 

Wert Θ' annimmt; der Wert des Parameters tí', der Θ' entspricht, wird dann 

von der Kurve 6(t) abgeleitet. 

Man kann die Temperaturleifähigkeit von der Formel (26) herleiten 

M*· 
(27) 

Als Beispiel nehmen wir t ' = 0,07 s; Θ' = 0 ,5 ; aus Figur 2b) e rg ibUsich 

t ' = 1,38; wegen λ = ç­í±| cm""1 folgt 

1 ' 3 8 2 ­1 
^= ΠΓΤ? a °» 1 ? 6 c m s <28> 

<ST*5> ·
0
·
0 7 

Wir haben festgestellt, dass die Kurven der reduzierten Endpunkttempe­

ratur V(l,t) [2J bzw. der Aussentemperatur eíbjt) für beliebiges b praktisch 

übereinstimmen. Ferner hat die "effektive" Temperatur im ebenen und im 

rotationssymmetrischen Falle denselben Werte 

Hieraus schlussfolgern wir, dass bei einem dünnwandigen Hohlzylinder 

genügend grossen Durchmessers die Temperaturverteilung im Wandungequerschnitt 

annähernd dieselbe ist wie im Querschnitt einer ebenen Platte. 
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Tabelle 1) : Die Nullstellen von U£(x); drei Werte von k 

Tabelle 2a) : θ = 0(a,t); k = k (= g| ) 

Tabelle 2b) : θ = ö(b,Xr); k = k1 

b 

ã 

Tabelle 2c) : θ . θ ί ^ , Φ ; k = k 

Tabelle 3a) : θ * 0(a,TÍ) ; k = k2 ( = g°p ) 

Tabelle 3b) : θ = 6(b,T} $ k = k2 

Tabelle 3o) : θ » θ(^,ΐί); k » k2 

Tabelle k) : V - V(1,TÍ) ; ebener Fall 

ABBILDUNGEN 

Abb. 1a) : T » T(r,0), k « 1,07; Formel (18) 

abb. 1b) : T = T(r,0), k = 1,0?; Formel (16) 

Abb. 2a) : θ » ©(b/tf), k Η 1,07 

Abb. 2b) : Gradliniger Teil von 2a). 

Abb. 3a) : θ =θ (ro,t), k = k., ( = || ) 

Werte von rQ: a = 89, £ί£ = 92, b = 95. 
Abb. 3b) : 0 - e(r0,tO, k « k£ ( - IgJ) 

Werte von rQ: a = 89, ~ » 95, b = 101, 

Abb. k) : θ u ©(rjt) 
Werte von X QI 0,5; 1; 1,5¡ 2; 2,5; k; 10, 

/ · / 
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SCHLUSSBEMERKUNG 

Die Formel 25 wird auf folgende Weise aufgestellt: 

Für grosse Werte von χ hat man die Näherungsformein [63 

J n(x)^y~^cos [x ­ (2n + 1) ̂ 3 

i j W " \ΖίτΓ8ίη Cx - (2n + 1) ? ] 

Aus (8) ergibt sich 

U|(A±a) = Y1(A±b) J1(X±a) - J1(X±b) Y1(Xia) 

f —— sin (Λ. b - λ . a) 
TCX 1 1 

Dieser Ausdruck verschwindet, wenn wir folgende Beziehung haben 

A.(b - a) ι kit 

Dieses Ergebnis geht auch aus Tabelle 1 hervor; geht man von k zu k über, 

te 
so verdoppelt sich b ­ a. Tatsächlich stimmen jede η Nullstellen aus 

Kolonne 2 mit der entsprechenden (2n) Nulstelle aus Kolonne 3 überein. 
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TABELLE 1 

Die Nulletellen von U«(x); drei Werte von k « - . 

1.07 k « k1 - 1,06?** k - k2 - 1,1135 

46,6079 23,3143 
93,2044 46,60?4 

139,8035 69,9052 
186,4032 93,2041 

233,0031 116,5035 
279,6031 139,8032 

326,2033 163,1030 

372,8035 186,4029 
419,4037 209,7028 
466,0039 233,0028 

512,6041 156,3029 

559,2044 279,6029 

605,8046 302,9029 
652,4049 326,2030 

699,0052 349,5031 

745,6055 372,8032 

792,2057 396,1032 

838,8060 419,4033 
885,4063 442,7034 

932,0066 466,0035 
978,6069 489,3036 
1025,2072 512,6038 

i 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 

k - k0 - 1 

44,8877 

89,7637 
134,6423 
179,5216 

224,4011 

269,2807 
314,1604 

359,0402 

403,9200 

448,7998 

493,6797 
538,5595 

583,4393 
628,3192 
673,1990 

718,0789 
762,9588 

807,8386 

852,7185 
897,5984 

942,4783 
987,3582 



Tab. 2a 
THETA1 
5.76046 2.33137 1.71345 1.42070 1.25355 1.15356 1.09311 1.05647 1.03425 1.02077 1.01260 1.00764 1.00464 1.00281 1.00171 1.00103 1.00063 1.00038 1.00023 1.00014 

THETA2 
4.06311 2.15592 1.63955 1.37986 1.22931 1.13894 1.08425 1.05110 1.Ü3099 1.01880 1.01140 1.00692 1.00419 1.00254 1.00154 1.00094 1.00057 1.00034 1.00021 1.00013 

THETA3 
3.31118 2.01451 1.57468 1.34317 1.20741 1.12570 1.07623 1.04623 1.02804 1.01701 1.01032 1.00626 1.00380 1.00230 1.00140 1.00085 1.00051 1.00031 1.00019 1.00011 

THETA4 
2.86298 1.89742 1.51730 1.31015 1.18763 1.11374 1.06897 1.04183 1.02537 1.01539 1.00933 1.00566 1.00343 1.00208 1.00126 1.00077 1.00046 1.00028 1.00017 0. 

THETA5 
2.55713 
1.79845 1.46628 1.28039 1.16974 1.10291 1.06241 1.03785 1.02296 1.01393 1.00845 1.00512 1.00311 1.00188 1.00114 1.00069 1.00042 1.00026 1.00015 0. 

TAU 
0.50 
1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 3.50 4.00 4.50 5.00 5.50 6.00 6.50 7.00 7.50 8.00 8.50 9.00 9.50 10.00 



Tab.2b 

THETA1 

0.00038 
O.Û7488 
Û.35862 
0.59946 
0.75549 
0.85149 
0.90989 
0.94534 
0.96685 
0.979C9 
C.987S0 
C.99260 
0.99551 
0.99728 
0.99835 
C.9990C 
0.99939 
0.99963 
0.99978 
0.99986 

THETA2 

0.00011 
0.12474 
j.41394 
0.63679 
0.77865 
0.86560 
υ.91847 
0.95054 
0.97000 
0.98181 
0.98896 
0.99331 
0.99594 
0.99754 
0.99851 
0.99909 
0.9994 5 
0.99967 
0.99980 
0.99988 

THETA3 

0.00176 
0.18130 
0.46587 
0.67083 
0.79965 
0.87838 
0.92622 
0.95525 
0.97286 
0.98354 
0.99001 
0.99394 
0.99633 
0.99777 
0.99865 
0.99918 
0.99950 
0.99970 
0.99982 
0.99989 

THETA4 

0.01175 
0.24082 
0.51411 
0.70181 
0.81866 
0.β8995 
0.93324 
0.95951 
0.97544 
0.98510 
0.99097 
0.99452 
0.99668 
0.99798 
0.99878 
0.99926 
0.99955 
0.99973 
0.99983 
0. 

THETA5 

0.03604 
0.30054 
0.55862 
0.72995 
0.83589 
0.90042 
0.93960 
0.96336 
0.97778 
Ü.98652 
0.99182 
0.99504 
0.99699 
0.99818 
0.99889 
0.99933 
0.99959 
0.99975 
0.99985 
0. 

TAU 

0.50 
1.00 
1.50 
2.00 
2.50 
3.00 
3.50 
4.00 
4.50 
5.00 
5.5C 
6.00 
6.50 
7.00 
7.50 
8.00 
8.50 
9.00 
9.50 
10.00 



Tab. 2c 
THETA1 

0.01218 0.82713 0.98204 1.00088 1.00213 1.00151 1.00094 1.00058 1.00035 1.00021 1.00013 1.00008 1.00005 1.00003 1.00002 1.00001 1.00001 1.00G00 1.00000 1.00000 

THETA2 
0.18386 ü.88677 Û.98961 1.00159 1.00203 1.00138 1.00085 1.00052 1.00032 1.00019 1.00012 1.00007 1.00004 1.00C03 1.00002 1.00001 1.00001 1.00000 1.00000 1.00000 

THETA3 
0.41930 0.92654 0.99452 1.00197 1.00191 1.00126 1.00077 1.00047 1.00029 1.00017 1.00011 1.00006 1.00004 1.00002 1.00001 1.00001 1.00001 1.00000 1.00000 1.00000 

THETA4 
0.60667 0.95298 0.99768 1.00214 1.00178 1.00114 1.00070 1.00043 1.00026 1.00016 1.00010 1.00006 1.00004 1.00002 1.00001 1.00001 1.00000 1.00000 1.00000 0. 

THETA5 TAU 
0.73810 
0.97049 0.99966 1.00217 1.00164 1.00104 1.00064 1.00039 1.00023 1.00014 1.00009 1.00005 1.00003 1.00002 1.00001 1.00001 1.00000 1.00000 1.00000 0. 

0.50 
1.00 1.50 2.00 2.50 3.0O 3.50 4.00 4.50 5.00 5.50 6.00 6.50 7.00 7.50 8.00 8.50 9.00 9.50 10.00 



7HETA1 THETA2 
Tab. 3a 

THETA3 THETA4 THETA5 TAU 

5.91291 
2.37394 
1.73611 
1.43402 
1.26157 
1.15842 
1.09606 
1.05826 
1.03533 
1.02143 
1.01300 
1.00788 
1.00478 
1.00290 
1.00176 
1.0C1C7 
1.00065 
1.00039 
1.00024 
i.00014 

4.16128 
2.19282 
1.65985 
1.39188 
1.23656 
1.14333 
1.08691 
1.05271 
1.03197 
1.01939 
1.01176 
1.00713 
1.00433 
1.00262 
1.00159 
1.00097 
1.00059 
1.00036 
1.00022 
1.00013 

3.38533 
2.04685 
1.59290 
1.35403 
1.21398 
1.1296B 
1.07864 
1.04770 
1.02893 
1.01755 
1.01064 
1.00645 
1.00392 
1.00237 
1.00144 
1.00087 
1.00053 
1.00032 
1.00019 
1.00012 

2.92272 
1.92599 
1.53370 
1.31996 
1.19356 
1.11733 
1.07116 
1.04316 
1.02618 
1.01588 
1.00963 
1.00584 
1.00354 
1.00215 
1.00130 
1.00079 
1.00048 
1.00029 
1.00018 
1.00011 

2.60700 
1.82384 
1.48105 
1.28926 
1.17511 
1.10616 
1.06438 
1.03905 
1.02369 
1.01437 
1.00871 
1.00528 
1.00321 
1.00194 
1.00118 
1.00072 
1.00043 
1.00026 
1.00016 
1.00010 

0.50 
1.00 
1.50 
2.00 
2.50 
3.00 
3.50 
4.00 
4.50 
5.00 
5.50 
6.00 
6.50 
7.00 
7.50 
8.00 
8.50 
9.00 
9.50 
10.00 



Tab. 3b 

THETAl 

,..07473 
0.35034 
0.599?. 4 
0.7553t. 
­■. E 5 14 c 
C. 9091:4 
0.94 531 
0 . 9 6 ó £ 2 

o. 9 7 9 ε ε 
0 . 9 S 7 ó " 
■519910·" 
Ο . 9 9 5

Γ
' ] 

j.99728 
0.99S35 
0.999 OC 
0.99939 
0.99903 
0.99978 
ο.99906 

THE Τ ΑΣ­
Ο.00090 
0.12453 
0.41366 
ύ.6365 9 
Ι.77853 
,-.86553 
0.91042 
0. 9 5 Ο 5 ¿ 
0.96y99 
0.9810 '■ 
0.98896 
υ.99330 
„.99594 
0.99754 
0.99 851 
0.99909 
0.99945 
0.99967 
0.999S0 
0.99938 

ΤΗΕΤΑ3 

0 . ù 0 2 1 2 
G. 1 81 0 5 
C­.4656C 
C . 6 7 0 6 5 
C.79953 
0.87031 
0.92ól£ 
0.95522 
0.97204 
0.90353 
0.99001 
0.99394 
0.99632 
0.99777 
0.99065 
0.99918 
0.99950 
Ù.99970 
0.99902 
0.99989 

ΤΗΕΤΛ4 

0.01184 
0.24C54 
0.51386 
0.70164 
0.81656 
0.88989 
0.93320 
0.95949 
0.97543 
0.98510 
0.99096 
0.99452 
0.99667 
0.99790 
0.9987S 
0.99926 
0.99955 
0.99973 
0.99983 
0.99990 

ΤΗΕΤΑ5 

0.03599 
0.30025 
0.55838 
0.72980 
0.83579 
C.90036 
0.93956 
0.96334 
0.97776 
0.98651 
0.99182 
0.99504 
0.99699 
0.99817 
0.99889 
0.99933 
0.99959 
0.99975 
0.99985 
C.99991 

TAU 

0.50 
1.00 
1.5C 
2.00 
2.50 
3.00 
3.50 
4.00 
4.50 
5.00 
5.5C 
6.00 
6.50 
7.00 
7.50 
8.00 
8.50 
9.00 
9.50 

10.00 



ΤΗΕΤΛ1 

0.01202 

0.83508 

0.98837 

1.00494 

1.00462 

1.00302 

1.00186 

1.00113 

1.00069 

1.0004 2 

1.00025 

1.00015 

1.00009 

l.üOCGó 

1.00υ03 

1.00002 

1.00001 

1.00001 

1.00000 

1.00000 

THETA2 

0.18592 

0.89471 

0.99544 

1.00528 

1.00429 

1.O0275 

1.00169 

1.00103 

1.00062 

1.00C38 

l.t'0023 

1.00014 

1.00008 

1.00005 

Ì.00003 

1.00002 

1.00001 

1.00001 

l.OOCOO 

1.00000 

Tab 
THETA3 

0. 

0. 

0 · 
1. 

1. 

1. 

1, 

1, 

1. 

1. 

,42406 

,93422 

,99988 

,00532 

,00396 

,00250 

,00153 

,00093 

,00056 

,00034 

1.00021 

1. 

1. 

1. 

1. 

1. 

1. 

1. 

1. 

1. 

.00013 

.00008 

.00005 

.00003 

.00002 

.00001 

.00001 

.00000 

.00000 

3c 
THETA4 

0.61328 

0.96027 

1.00257 

1.00518 

1.00363 

1.00227 

1.00138 

1.00084 

1.00051 

1.00031 

1.00019 

1.00011 

1.00007 

1.00004 

1.00003 

1.00002 

1.00001 

1.00001 

1.00000 

1.00000 

THETA5 

0.74568 

0.97732 

1.00413 

1.00493 

1.00332 

1.00206 

1.00125 

1.00076 

1.00046 

1.00028 

1.00017 

1.00010 

1.00006 

1.00004 

1.00002 

1.00001 
1.00001 

1.00001 

1.00000 

1.00000 

TAU 

0.50 
1.00 
1.50 
2.00 
2.50 
3.00 

3.50 

4.00 
4.50 
5.00 
5.50 
6.00 
6.50 
7.00 
7.50 
8.00 
8.50 
9.00 
9.50 

10.00 



Tab. 4 

Τ Vo 

0 1.0000E 00 

1 3.0063E­0Ì 

2 7.3000E­01 

3 9.0044E­O 1 

4 9.6337E­01 

5 9.8Ó52E­01 

6 9.9504E­01 

7 9.9818E­01 

8 9.9933E­01 

9 9.9975E­01 

VI 

2.2352E­08 

3.5871E­01 

7.5554Ë­01 

9.0991E­01 

9.6685E­01 

9.8781E­01 

9.9551E­01 

9.9835E­01 

9.9939E­01 

9.9978E­01 

V2 

3.4794E-05 

4.1403E-01 

7.7870E-01 

9.1848E-01 

9.7001E-01 

9.S897E-Ù1 

9.9594E-C1 

9.9851E-01 

9.9945E-01 

9.9980E-01 

V3 

1.7343E-03 

4.6595È-01 

7.9968E-01 

9.2624E-01 

9.7286E-01 

9.9002E-01 

9.9633E-01 

9.9865E-01 

9.9950Ë-01 

9.9982E-01 

V4 

1.1739E-02 

5.1420Ë-01 

8.1870E-01 

9.3326E-01 

9.7545E-01 

9.9097E-Û1 

9.9668E-Û1 

9.9878E-01 

9.9955E-01 

9.9983E-01 

V5 

3.6055E-02 

5.5869E-01 

8.3592E-01 

9.3961E-01 

9.7778E-01 

9.9183E-01 

9.9699E-01 

9.9889E-01 

9.9959E-01 

9.9985E-01 

V6 

7.4914E-02 

5.9953E-01 

8.5151E-01 

9.4535E-01 

9.7990E-01 

9.9260E-01 

9.9728E-01 

9.9900E-01 

9.9963E-01 

9.9986E-01 

V7 

1.2480E-01 

6.3686E-01 

8.6563E-01 

9.5055E-01 

9.8181E-01 

9.9331E-01 

9.9754E-01 

9.9909E-01 

9.9967E-01 

9.9988E-01 

V8 

1.8138E-01 

6.7090E-01 

8.7841E-01 

9.5526E-01 

9.8354E-01 

9.9394E-01 

9.9777E-01 

9.9918E-01 

9.9970E-01 

9.9989E-01 

V9 

2.4090E-01 

7.0186E-01 

8.8997E-01 

9.5952E-01 

9.8511E-01 

9.9452E-01 

9.9798E-01 

9.9926E-01 

9.9973E-01 

9.9990E-01 
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