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Es wird ein Funktional angegeben, das die P,-Approximation an die
Boltzmann-Gleichung der Neutronendynamik als FEuler'sche Gleichungen
besitzt. Die Forderung an die zugehérigen Extremwerte ist also dem Differential-
gleichungs-System der P,-Approximation dquivalent. Zum Auffinden der Losung
des Variationsproblems bietet sich die direkte Methode der Variationsrechnung
an. Ein auf konkrete Reaktorprobleme passendes abgeschlossenes System von
Auswahlfunktionen gestattet in ubersichtlicher und einfacher Weise die
Berechnung von Kritikalitit und Neutronenfluss.
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A functional is given in which the P; approximation to the Boltzmann
equation of neutron dynamics is in the form of Euler equations. The requirement
for the related extreme values is thus equivalent to the differential equation
system of the P, approximation. The direct method of calculating variations
can be used to solve the variation problem. An exclusive system of selection
functions, suitable for concrete reactor problems, provides a clear and simple
method of calculating criticality and neutron flux.
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Uber die direkte Methode eliminiert man auch aus der Boltzmann-Gleichung
die Raumkoordinaten und gelangt so zu einem Punktmodell, d.h. zu einer
Integro-Differentialgleichung, die nur noch die Zeit und die Geschwindigkeit
der Neutronen als unabhingige Variablen enthilt.

Teil II gibt Losungsverfahren fiir die reduzierte Boltzmann-Gleichung an
und im dritten Teil werden Beispiele numerisch durchgerechnet.

With the direct method the spatial coordinates are also eliminated from
the Boltzmann equation, so that a point model, i.e. an integral-differential
equation, is obtained, in which the only independent variables are now the
neutron speed and time.

Part IT gives methods for solving the reduced Boltzmann equation and in
Part III examples are worked out numerically.
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ge 1 teten nalt

Teil I: Die Anwendung der direkten Methode der Variationarechnung

Einleitun
In vielen Gebieten der theoretischen Physik haben im Laufe der

Zeit die Methoden der Variationsrechnung eine zentrale Position
errungen, bisweilen wurden sie geradezu an den Problemen dieaer
Disziplinen entwickelt. Wie die Literatur ausweist, hat man bei
Reaktorbereschnungen nur sehr zdgernd von der Variationsrechnung
Gebrauch gemacht, und wenn, damnn nur in formalem Sinne. Die sog.
"direkte" Methode [1] wurde hier bisher so gut wie nicht ange-
wandt. Es liegt also -~ im Hinblick auf die durchschlagenden Erfol-
ge in den anderen Gebieten -~ nahe, auch die Reaktorphysik in den

Anwendungsbereich miteinzubeziehen.

Die von uns durchgefiihrten Studien zu diesem Thema wurden in
drei Teile zerlegt ﬁnd werden in kurzem Zeitraum aufeinander-
folgend verdffentlicht. Die Dreiteiiung wurde gewihlt, um unsere
Ausfiihrungen {ibersichtlich zu halten und den Leser nicht zu ver-
wirren. Dem Weiteren wird zugrunde gelegt, daf alle auftretenden
&uBeren Quellen und MaterialkenngrédBen stetige Funktionen der
Zeitkoordinate sind.

1. Diffusionsmodell in Mul tigruppenndherung

In vielen praktisch wichtigen Fillen reicht es aus, statt der
Bol tzmann-Gleiohung eine Mehrgruppen-Niéherung zu verwenden [2] .
Unter Beriicksichtigung von verzdgerten Neutronenemittern ergibt

sich liber die P,-Approximation fiir zwei Energiegruppen das System:

1
] &[p' cp o £ -, (t-T)
5 5 V(D,7¢) —A P, +VP.P. *g).f{%ze QDLO('C-;-\S"
(1) A

80, _ -
L3 75,7 .+, 45,

@, (%, k) =0 Qo)=0 ; 4=t
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zur Bestimmung der Fliisse q265%). Die Punkte der (evt. extrapo-
lierten) Rgaktoroberfliche seien mit o, bezeichnet.

2. Das #quivalente Variationsproblem

Wir gehen von der selbstadjunglierten DGl. aus:

(M= Z(a2u)e Z(ede) -cu-f -0

(2)
Z Ut)=0.

Dieser DGl. 1&8t sich das Variationsproblem:

Flu) = g[_a(%{‘)z +g(bk)‘.,_cu&+2fujoéxdy= Lets

&x

zuordnen (1] .

Schreibt man J(u) etwas ums
(3) Flu) = H[ (;L;'MC( m)([)vwcmlu +UCU +2uf]v[x/§=/fz[c/
v

dann liegt nahe, fiir das weitaus kompliziertere Gleichungssystem

der Mul tigruppen-Ndherung der Reaktordynamik, das wir mit

(a) { ’;(‘E/;i
abkitrzen wollen, anzusetzent
" 51(¢/¢+) zrjj [V (D7) + O (e -S)Ailew Kk
| Pit) = Ple,t) =0

. “p( f_
V(p bezeichnet den Vektor| ¢, und<# die zu qbadjungierte Funktion.
Diese genligt der Gleichung:’

7{M*Cp"———o

(6) .
O}, £)=0.



Den Operator M* findet man iiber die Definitions
(7) ({ (oM - omm¢* |dVdt =0,
TV :

Nun wollen wir zeigen, daB (4)(6) und (5) einander &quivalent
sind. Dazu bedarf es einer Fallunterscheidung, je nachdem, ob
die Materialkenngrdfen iiber das Reaktorvolumen hinweg stetig

oder ﬁhstetig variieren.

A. Stetigzkeit

Wir transformieren (5) mit den Relationen:

(8) _{V'de = ég'df (Gauss)

(9) U v (DVT) = v (uDvrT) —(Vu)*(b vT)

und erhalten, da

vj (V&) (DV)dY = &V (DY) +§ D DI

(10)

F-Vi(dV) =M,

schlieflich:

(11) #¢,¢7) - H O (M G- S)dvelt



Dieser Ausdruck wird nun variiert:
a2 §3¢,0%) = ([ SO (ME-S)dviit + (( ¢ msep v
TV TV

Mittels (7) gehen wir hier beim zweiten Integral auf den adjungier-

ten Operator M+ tiber:

0y d“3(¢,¢*)ﬂ[&qb*(mc}>—s)ﬂdt%j&q)m*cpzﬁw.

TV

Da dq)und<ﬂ$rbeliebig gewihlt werden kdnnen und unabhingig von

einander operieren,ist flir das Erreichen des Extremumss:

F(O, D) = Foehs-

notwendig:

M@ =S M*¢m =0
(14) P i b)=0 { Pl £)=0

B. Unstetigkeiten

Die MaterialkenngrdBen sollen iiber V stiickweise stetig sein, d.h.
endlichviele endliche Spriinge haben (fig. 1). Dies bedeutet, daf

Zwar (l)Fvﬂ

¥)

fig. 1 fig. 2

iber das Reaktorvolumen hinweg stetig ist, aber ques nicht zu
sein braucht. Wir zerlegen deshalb V geeignet in Teilvolumina V
(fig. 2). Aus (10) wird danns

[@r(Dvd)av = > [ (var) (o vgav
v iy

i

(10")

- Z Vj @ VD)V + ol 3’; P (2pedlp).

T

Figuren im Anhang



thnd (J)UQ?) verlduft liber die Grenzflichen hinweg stetig. Da

aber bei df stets die HuBere Normale verwendet wird und CP*'#‘;)=0
ist, f&llt die Summe i{iber die Oberflichen-Integrale weg. Relation(11)
und die daraus folgende SchluBweise bleibt also auch hier gliltig.

3, Die Ldsung des Variationsproblems

Von nun an konnen wir also statt mit System (4) mit dem Variations-
problem (5) oder auch (11) arbeiten. In (5) bzw. (11) braucht
allein Cpfvariiert zu werdeny dies reicht aus, wie wir oben zeigten.
Wir verwenden zur Losung die sog. direkte Methode der Variations-

rechnung |1] .

Als Auswahlfunktionen setzen wir ant
O - AlL) Vi) P = Vi) AW
Yae) =0 Y =0,

(15)

. 1-1,2,....111
webei A(t) = {alk}{k-l,Z,....n eine Rechteckmatrix darstellt und

die %bzw. '\flg , Komponenten des Vektors ¥ bzw. ¥, Elemente eines
vollstédndigen Funktionensystems Q bzw. Q+ sind. Unter dieser Voraus-
setzung nimlich bilden die N&herungsldsungen fiir wachsendes n eine
Minimalfolge von Niherungen, d.h. n ist ein MaB fiir die Approxima-
tionsglite. m gibt die Anzahl der Energlegruppen wieder.

Es ist leicht einzusehen, daB8 bei diskreter Schichtung das Funktional
(5) dem Funktional (11) im Hinblick auf die Konvergenzgiite iiber- N
legen ist. Bei (11) wird die iiberall in V stetige Funktion V(DV¢))
dazu verwendet, das an den Diskontinuititsfldchen springende V(.DV(P)
approximativ darzustellen. Diese Schwierigkeit tritt bei (5) nicht
auf, da dort nur mit (Dwfi) statt (_DV(P) gearbeitet wird. Jedes
Problem, das sich iiber (5) l6sen 14&Bt, kann natiirlich auch mit (11)

angegangen werden. Bel vorgegebener Approximationsgiite ist

B(11) 7 B(5)’



wobel n(ll) bzw. n 5) den Approximationsgrad bei Verwendung
von Gl. (11) bzw. 55) bedeutet. Der weitere Gang verléuft fol-

gondermalens

Man setzt (15) in (5) ein und fiihrt die Raumintegration durchs
(16) He, &) = [G 5 A E)dt = ekt
T

Wie gesagt, braucht man nur hinsichtlich At {a;k} zu variieren.
Das Integral J nimmt nun, da die Jﬁ;k unabhingig voneinander
agieren, fiir

QG
~

oGT
& by

einen Extremalwert an.

=0

1=1,2,¢0.4m
(17) {

k-l,z,o--on

Aus (11) und (17) folgt sofort:
(18) j%(/v,qu._s)%d;/,o kyk'=1,2, 000 .n.

Dieses Gln.-System bezeichnen wir als die GALERKIN'schen Gleichun~-

gen unseres Problems. Es stellt im allgemeinen ein System von raum-
unabhingigen Integro-DGln. fiir die alk(t) dar, das es nun zu l8sen

gilt. Die aIk(t) brauchen jedoch bei Kritikalit#ts- und FluBberech-
nungen nicht bestimmt zu werden. Das aus (5) und (17) folgende und

zu (18) korrespondierende System ‘(f(ﬂi:'Ui){V =0 findet man

ebenfalls durch elementare Rechnuﬁg.

Ein sehr einfaches Funktionensystem @ - fiir eine {iberall konvexe

Oberfldche des Reaktors - haben wir in:

(19) cofar, ) xmgf”z"  w>0O in V ist ein Polynom mit w(0)=0.

Man kann leicht nachweisen, daB es vollstédndig ist. Alle Elemente

von @ erfiillen die gewlinschten Randbedingungen.



Nach dem WEIERSTRASS'schen Approximaticnssatz lassen sioch nun
aus (19) Niherungslosungen fiir den FluBSvektor konstruieren.

Die Bestandteile yﬂfdes adjungierten Vektors qﬁbntnimmt man
zweckmifigerweise aus demselben Funktionensystem, d.h. Q & Q+.
Die zugehdrige Koeffizientenmatrix A+(t) setzen wir als geeig-

net gewdhlt voraus, mehr brauchen wir von ihr nicht zu wissen.
fig. 3 fig. 4

Zur Errechnung der mittleren Lebensdauer der Neutronsn bendtigt
man allerdings nooch den adjungierten Fluf th Zum Auffinden der
zugehdrigen Koeffizientenmatrix A (t) verwenden wir gemas (13)

(18') S*\Hh (MJ’(D*) dY =0 k,k'=1,2,....0.

4. Boltzmann-Gleichung

Die soeben dargelegten Untersuchungen werden derzeit durch eine
Reihe von praktisch wiohtigen Beispielen numerisch illustriert.
Die zugehdrigen Ergebnisse erscheinen in Kiirgze als Teil II unserer
Studien. In diesem Teil wird dann auch auf zahlreioche numerische
Probleme eingegangen, die bei der Bearbeitung konkreter Fragen

der Reaktorborechnung auftreten.

Da die Verwendung der Variationsrechnung im obengenannten Sinne
nicht an das Diffusionsmodell oder eine Gruppeneinteilung gebun-
den ist, liegt es nahe, sie direkt auf die Boltzmann-Gleichung
anzuwenden. In Gl. (11) ist dabei lediglioch fiir M der Operators

(20) M =2 0.7 +A(0t) - [ pE500L)-do
ot
einzusetzen. (® ist nun kein Vektor wie in (11) mehr, sondern die

allgemein verwendete skalare Feldfunktion. Die Integration - gem#8(11) -
Uber das Reaktorvolumen V eliminiert die Raumabhdngzigkeit.



Un zu dem (5) entsprechenden Funktional zu gelangen, verwenden

wir die Relationent

M=z=L+10V

[ (0 7V -~ (@(7 0@ WV +PPP o)

(21)

v
Damit ergibt sich, da das Oberflichenintegral verschwindets

) 6 e)= ([[§Le-S) - P70 [t = Sacke

T.V
Die obigen Aussagen iiber den Approximationsgrad von (5) und (11)
gelten unverdndert fiir (5*) bzw. (11'), d.h.
(11)7 (s ¢
Im allgemeinen ist jetzt bei den Auswahlfunktionen IVQdas Ge-
wicht w (0) f 0 Zur Ldsung von (5') bzw. (11') verwenden wir nun

den Ansatz:

(1) G = Rlove) ; P= 5 Bl V)

und erhalten nach Elimination der Ortskoordinaten ein System von

Integro-DGln., fir die He,. Dieses System wird zweckmiBigerweise

Sq
S

<

iiber
g;.=

(22) >/ =
' ¥ Sn
etwas umgeschrieben. Wir gewinnen so die Matrizendarstellung

(23) Y + 2 (20 Y = JK('é,zO,'f)) Yﬂ,ao’)c/‘o/ + S(tro) .

ot

.—-:5;5

Wir bezeichnen fernerhin diese Integralgleichung als die "redu-

zierte" Boltzmann-Gleichung.

Im Teil II unserer Untersuchungen beschiftigen wir uns im wesent-
lichen mit Gl. (23).



Bemerkungs

LEBt man die Forderung nach zeitstetigen Quellen und Material-
kenngrofen fallen, dann enthilt die Losungsschar der Boltzmann-Gl.
auch Funktionen mit wandernden Unstetigkeitsfléchen, sog.
"Wellenldsungen'". Das Studium solcher Ausbreitungsvorginge ist

einer: gesondérter Arbeit vorbehalten.



Literatur

Ll] Funk, P. "Variationsrechnung und ihre Anwendung in Physik
und Technik", Berlin 1962

[ 2] Weinberg-Wigner, "The physical theory of neutron chain reactors",
' Chicago 1959















