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T E I L I 

Ü B E R LÖSUNGSVERFAHREN F Ü R D I E BOLTZMANN-GLEICHUNG 
von K.-H. MÜLLER. 

Europäische Atomgemeinschaft - EURATOM. 
Gemeinsame Kernforschungsstelle - Forschungsanstalt Ispra (Italien). 
Hauptabtei lung Reaktorphysik - Theorie und Berechnung der Reaktoren. 
Brüssel, Februar 1964 - 11 Seiten - 4 Abb. 

Es wird ein Funktional angegeben, das die Pj-Approximation an die 
Boltzmann-Gleichung der Neutronendynamik als Euler'sche Gleichungen 
besitzt. Die Forderung an die zugehörigen Extremwerte ist also dem Differential­
gleichungs-System der Pj-Approximation äquivalent. Zum Auffinden der Lösung 
des Variationsproblems bietet sich die direkte Methode der Variationsrechnung 
an. Ein auf konkrete Reaktorprobleme passendes abgeschlossenes System von 
Auswahlfunktionen gestattet in übersichtlicher und einfacher Weise die 
Berechnung von Kritikali tät und Neutronenfluss. 
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PART I 

T H E APPLICATION OF T H E D I R E C T METHOD OF T H E VARIATIONAL-
CALCULUS by K.-H. MÜLLER. 

European Atomic Energy Community - EURATOM. 
Joint Nuclear Research Center - Ispra Establishment (Italy). 
Reactor Physics Department - Reactor Theory and Calculation. 
Brussels, February 1964 - 11 pages - 4 figures. 

A functional is given in which the P x approximation to the Boltzmann 
equation of neutron dynamics is in the form of Euler equations. The requirement 
for the related extreme values is thus equivalent to the differential equation 
system of the P t approximation. The direct method of calculating variations 
can be used to solve the variation problem. An exclusive system of selection 
functions, suitable for concrete reactor problems, provides a clear and simple 
method of calculating criticality and neutron flux. 
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Über die direkte Methode eliminiert man auch aus der Boltzmann-Gleichung 
die Raumkoordinaten und gelangt so zu einem Punktmodell, d.h. zu einer 
Integro-Differentialgleichung, die nur noch die Zeit und die Geschwindigkeit 
der Neutronen als unabhängige Variablen enthält . 

Teil I I gibt Lösungsverfahren für die reduzierte Boltzmann-Gleichung an 
und im drit ten Teil werden Beispiele numerisch durchgerechnet. 

With the direct method the spatial coordinates are also eliminated from 
the Boltzmann equation, so tha t a point model, i.e. an integral-differential 
equation, is obtained, in which the only independent variables are now the 
neutron speed and time. 

Par t I I gives methods for solving the reduced Boltzmann equation and in 
Par t I I I examples are worked out numerically. 

With the direct method the spatial coordinates are also eliminated from 
the Boltzmann equation, so tha t a point model, i.e. an integral-differential 
equation, is obtained, in which the only independent variables are now the 
neutron speed and t ime. 

Par t I I gives methods for solving the reduced Boltzmann equation and in 
Par t I I I examples are worked out numerically. 

Wi th the direct method the spatial coordinates are also eliminated from 
the Boltzmann equation, so tha t a point model, i.e. an integral-differential 
equation, is obtained, in which the only independent variables are now the 
neutron speed and time. 

Par t I I gives methods for solving the reduced Boltzmann equation and in 
Par t I I I examples are worked out numerically. 
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Teil It Die Anwendung der direkten Methode der Variationsrechnung 

Einleitung 

In vielen Gebieten der theoretischen Physik haben im Laufe der 

Zeit die Methoden der Variationsrechnung eine zentrale Position 

errungen, bisweilen wurden sie geradezu an den Problemen dieser 

Disziplinen entwickelt. Wie die Literatur ausweist, hat man bei 

Reaktorbereohnungen nur sehr zögernd von der Variationsrechnung 

Gebrauch gemacht, und wenn, dann nur in formalem Sinne. Die sog. 

"direkte" Methode [1] wurde hier bisher so gut wie nicht ange­

wandt. Es liegt also ­ im Hinblick auf die durchschlagenden Erfol­

ge in den anderen Gebieten ­ nahe, auoh die Reaktorphysik in den 

Anwendungsbereich miteinzubeziehen. 

Die von uns durchgeführten Studien zu diesem Thema wurden in 

drei Teile zerlegt und werden in kurzem Zeitraum aufeinander­

folgend veröffentlicht. Die Dreiteilung wurde gewählt, um unsere 

Ausführungen übersichtlich zu halten und den Leser nicht zu ver­

wirren. Dem Weiteren wird zugrunde gelegt, daß alle auftretenden 

äußeren Quellen und Materialkenngrößen stetige Punktionen der 

Zeitkoordinate sind. 

1. DiffusionBmodeil in Multigruppennäherung 

In vielen praktisch wichtigen Fällen reicht es aus, statt der 

Boltzmann­Gleiohung eine Mehrgruppen­Näherung zu verwenden [ 2 J . 

Unter Berücksichtigung von verzögerten Neutronenemittern ergibt 

sich über die P..­Approximation für zwei Energiegruppen das System« 

ω l ¿ag.. v,Qνφί)_Λ^ + ^ ^ 



­ 2 ­

zur Bestimmung der Flüsse (hfite) · Die Punkte der (evt. extrapo­

lierten) Reaktoroberfläche seien mit -f bezeichnet. 

2. Das äquivalente Variationsproblom 

Wir gehen von der selbstadjungterten DG1. aus: 

( Mu = — fa hi] + 2-Uhk) -cu-f =0 
(2) J ' ' U U\ fr) tyl tyl ι 

I ufrc) = o. 

Dieser DG1. läßt sich das Variationsproblemt 

JM - |JK§~)¿ +{m\cu\2fuJjxcUf~&^ 
tr 

zuordnen [ 1 ~\ . 

Schreibt man J(u) etwas um» 

(3) 3-M =- (( [ (<f1+c¿%,)(b<¡««e/v)-t-UCK. i-^ufJcÍK^^^r 

%-

dann liegt nahe, für das weitaus kompliziertere Gleiohungssystem 

der Multigruppen­Näherung der Reaktordynamik, das wir mit 

ΜΦ = S 

(4) 1 

abkürzen wollen, anzusetzen! 

(5) i 

V φ bezeichnet den Vektor / <py ] und φ die zu Ò ad jungi ert e Funktion. 

Diese genügt der Gleichung: 

(6) }
 Ύ 
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Den Operator M findet man über die Definitioni 

(7) [\ [ψ"Ηφ "(p^^]dUir=0, 
TV 

Nun wollen wir zeigen, daß (4)(6) und (5) einander äquivalent 

sind. Dazu bedarf es einer Fallunterscheidung, je nachdem, ob 

die Materialkenngrößen über das Reaktorvolumen hinweg stetig 

oder unstetig variieren. 

A. Stetigkeit 

Wir transformieren (5) mit den Relationen: 

(8) j > Y d / = <£)ttM^ (Gauss) 

(9) u V+ (I> VT) ­= V* ( UD VT) - (VUT(t> VT) 

und erhalten, da 

/ν Y 

(10) ) 

F ­ V^(ÙV) ^M , 

sch l ieß l ich» 

(11) J(<py φη ^ ƒƒ <pT(M$-S)ctVUb 
τ V 
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Dieser Ausdruck wird nun variiert: 

(12) £1( φ, (p
+
) ~ j ] cT4>" f Μ ψ - 5 > t ó 4 | ί <fwØ ^ ¿ . 

TV TV 

Mittels (7) gehen wir hier beim zweiten Integral auf den adjungier­

ten Operator M über: 

(13) f ^(<j)l <p-)=ß<r<t>
+
(M<l>-S)cffett * í|cT(¡í) M+pJYêlt . 

Da cXiund cfcf) beliebig gewählt werden können und unabhängig von 

einander operieren,ist für das Erreiohen des Extremums: 

notwendig: 

(14)
 l <p(x0i)~-Q Ι φΊ%ί)~ο . 

Β. Unstetigkeiten 
Die Materialkenngrößen sollen über V stückweise stetig sein, d.h. 
endlichviele endliche Sprünge haben (fig. l). Dies bedeutet, daß 

zwar (£>Rjí>) 

fig. 1*) fig. 2 

über das Reaktorvolumen hinweg stetig ist, aber V<t es nioht zu 

sein braucht. Wir zerlegen deshalb V geeignet in Teilvolumina V. 

(fig. 2). Aus (10) wird dann» 

ΗΎ(υ vcfi)JV =¿j( vqy-fo 7(j>)d/; 

( io · ) 

-Ζ[W(mM+Zf vm^ 

—r 

Figuren im Anhang 
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φ und (ί>^φ) verläuft über die Grenzflächen hinweg stetig. Da 
aber bei df stets die äußere Normale verwendet wird und (¡> (τΓ~0)"

=0 

ist, fällt die Summe über die Oberflächen­Integrale weg. Relational ) 

und die daraus folgende Sohlußweise bleibt also auch hier gültig. 

3. Die Lösung des Variationsproblems 

Von nun an können wir also statt mit System (4) mit dem Variations­

problem (5) oder auoh (ll) arbeiten. In (5) bzw. (ll) braucht 

allein (̂ variiert zu werden; dies reicht aus, wie wir oben zeigten. 

Wir verwenden zur Lösung die sog. direkte Methode der Variations­

rechnung ]_lj . 

Als Auswahlfunktionen setzen wir an» 

(i5) j ψ - A it) ■ ν fr) φ* = y » A%) 

wcbei A(t) » /&Ίνί ι ν"ι Ό'"" eine Reohteokmatrix darstellt und 
die'tø bzw. Ύ+ t Komponenten des Vektors^ bzw. V"*", Elemente eines 
vollständigen Funktionensystems Q bzw. Q sind. Unter dieser Voraus­

setzung nämlich bilden die Näherungslösungen für wachsendes η eine 

Minimalfolge von Näherungen, d.h. η ist ein Maß für die Approxima­

tionsgüte, m gibt die Anzahl der Energiegruppen wieder. 

Es ist leicht einzusehen, daß bei diskreter Schichtung das Funktional 

(5) dem Funktional (ll) im Hinblick auf die Konvergenzgüte über­

legen ist. Bei (ll) wird die überall in V stetige Funktion V(E>V<p) 

dazu verwendet, das an den Diskontinuitätsflächen springende V(l)V(p) 

approximativ darzustellen. Diese Schwierigkeit tritt bei (5) nicht 

auf, da dort nur mit (J>v*<f>) statt (­D7Ò) gearbeitet wird. Jedes 

Problem, das sich über (5) lösen läßt, kann natürlich auch mit (ll) 

angegangen werden. Bei vorgegebener Approximationsgüte ist 

n
(ll)

> n
(5)' 
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wobei n/,,\ bzw. n/e\ den Approximations grad bei Verwendung 

Ui; y>) 

von Gl. (ll) bzw. (5) bedeutet. Der weitere Gang verläuft fol­

gendermaßen» 

Man setzt (15) in (5) ein und führt die Raumintegration duroh» 

(16) 5(ψ, cf) - ƒ G f f ,Α, *+ ή<* = X*k. 
τ 

Wie gesagt, braucht man nur hinsiohtlich A - {a«v\ zu variieren. 
Das Integral 
agieren, für 
Das Integral J nimmt nun, da die cfa.., unabhängig voneinander 

9(3 j 1­1,2, m 
(17) i^-r- = ° (k­l,2,....n 

■Λ» 

einen Extremalwert an. 

Aus (ll) und (17) folgt sofort» 

(10) (%(M(¡)-$),df~0 k,k'­l,2,....n. 

ν 

Diesee Gin.­System bezeichnen wir als die GALERKIN'sehen Gleiohun­

gen unseres Problems. Es stellt im allgemeinen ein System von raum­

unabhängigen Integro­DGln. für die a... (t) dar, das es nun zu lösen 

gilt. Die a... (t) brauchen jedooh bei Kritikalitäts­ und Flußbereoh­

nungen nicht bestimmt zu werden. Das aus (5) und (l7) folgende und 

zu (l8) korrespondierende System \£(ψ VfyW ~0 findet man 

ebenfalls durch elementare Rechnung. 

Ein sehr einfaches Funktionensystem Q ­ für eine überall konvexe 

Oberfläohe des Reaktors ­ haben wir in* 

(19) oo(it0~ii-))C uri* 0C?O in V ist ein Polynom mit tc(o)»0. 

Man kann leicht nachweisen, daß es vollständig ist. Alle Elemente 

von Q erfüllen die gewünsohten Randbedingungen. 
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Nach dem WEIERSTRASS·schen Approximationssatz lassen sioh nun 

aus (19) Näherungslösungen für den Flußvektor konstruieren. 

Die Bestandteile % . &ee adjungierten Vektors Ó entnimmt man 

zweokmäßigerweise aus demselben Funktionensystem, d.h. Q > Q . 

Die zugehörige Koeffizientenmatrix A (t) setzen wir als geeig­

net gewählt voraus, mehr brauchen wir von ihr nicht zu wissen. 

fig. 3 fig. 4 

Zur Errechnung der mittleren Lebensdauer der Neutronen benötigt 

man allerdings nooh den adjungierten Fluß φ . Zum Auffinden der 

zugehörigen Koeffizientenmatrix A (t) verwenden wir gemäß (13) 

(18' ) j V^ (Μ+φ\Μν =0 k,k'­l,2 n. 
y 

4. Boltzmann­Gleichung 

Die soeben dargelegten Untersuchungen werden derzeit durch eine 

Reihe von praktisch wiohtigen Beispielen numerisch illustriert. 

Die zugehörigen Ergebnisse erscheinen in Kürze als Teil II unserer 

Studien. In diesem Teil wird dann auoh auf zahlreiche numerische 

Probleme eingegangen, die bei der Bearbeitung konkreter Fragen 

der Reaktorboreohnung auftreten. 

Da die Verwendung der Variationsrechnung im obengenannten Sinne 

nioht an das Diffusionsmodell oder eine Gruppeneinteilung gebun­

den ist, liegt es nahe, sie direkt auf die Boltzmann­Gleichung 

anzuwenden. In Gl. (ll) ist dabei lediglich für M der Operator* 

(20) M β a +40.V +*ft«/j­|/*fc^;*>,¿;w 

einzusetzen. (£> ist nun kein Vektor wie in (ll ) mehr, sondern die 

allgemein verwendete skalare Feldfunktion. Die Integration ­ gemäß(ll) 

über das Reaktorvolumen V eliminiert die Raumabhängigkeit. 
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Um zu dem (5) entsprechenden Funktional zu gelangen, verwenden 

wir die Relationen» 

IM s L -tio-v 

< ν 

Damit ergibt sich, da das Oberflächenintegral verschwindet» 

(s·) . ^r\<r)= tti(p+(L$-s)-$(v>v(p)]cm-^. 
τ V 

Die obigen Aussagen über den Approximationsgrad von (5) und (ll) 

gelten unverändert für (5') bzw. (ll'), d.h. 

n
(ll·)^

 n
(5') ' 

Im allgemeinen ist jetzt bei den Auswahl funktionen T̂ das Ge­

wicht (Λ? (θ) * 0 Zur Lösung von (5') bzw. (ll
1
) verwenden wir nun 

den Ansatz: 

/v 

(«s') Φ-Ζν*,*>)%(*-) ; Φ" - Ζ v&rìVJ*) 
und erhalten nach Elimination der Ortskoordinaten ein System von 

Integro­DGln. für die y¿ . Dieses System wird zweckmäßigerweise 

über 

y 
VJ 

(22) W _ ί ^ 

etwas umgeschrieben. Wir gewinnen so die Matrizendarstellung 

(23) |£ + Z M y - ¡κβ,οΜ ywct-o' ­f SM 

Wir bezeichnen fernerhin diese Integralgleichung als die "redu­

zierte" Boltzmann­Gleichung. 

Im Teil II unserer Untersuchungen beschäftigen wir uns im wesent­

lichen mit Gl. (23). 
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Bemerkung» 

Läßt man die Forderung nach zeitstetigen Quellen und Material­
kenngrößen fallen, dann enthält dio Lösungsschar der Boltzmann-Gl, 
auch Funktionen mit wandernden Unstetigkeitsflächen, sog. 
"Wellenlösungen". Das Studium soloher Ausbreitungsvorgänge ist 
einer gesonderten Arbeit vorbehalten. 
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