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RIASSUNTO

In questo rapporto & trattata la risoluzione numerica di un sistema
di equazioni non lineari alle derivate parziali che rappresentano il
fenomeno della diffusione di un campo magnetico all’interno di un
conduttore metallico cilindrico. Quest’ultimo comprime il campo magne-
tico con velocita costante.

Sono esaminate varie questioni relative alla natura del sistema ; in
particolare sono studiate una singolaritd delle equazioni, la stabilita
dello schema numerico e una trasformazione di coordinate che tenga
meglio conto del comportamento della soluzione.



Introduzione (°)

Argomento di questo rapporto & 1t'analisi e la risoluzione
numerica di un particolare sistema di equazioni differenzialil
alle derivate parziali. Si tratta di un sistema di due equazioni
del secondo ordine, non lineari e in due variabili indipendenti.

Questo sistema, con opportune condizioni iniziali e al
contorno, & una rappresentazione matematica del fenomeno della
diffusione 41 un cempo magnetico in un liner metallico cilin-
drico che lo comprime e del corrispondente andamento della tem-
peratura nel liner stesso.

Le incognite del problema sono dunque l'intensita del
campo magnetico e la temperatura , funzionl del tempo e di una
variabile spaziale.

Dato il carattere non lineare delle equazioni proposte non &
possibile risolvere analiticamente il sistema: occorre pertanto
procedere alla risoluzione numerica del problema, per esempio col
metodo delle differenze finite.

La parte centrale di questo rapporto & dedicata al metodo
numerico adottato e alle particolari considerazioni fatte a
causa di una singolaritd delle equazioni, in corrispondenza
dell'asse del cilindro, quando la varisebile temporale raggiunge
il valore massimo per cui si deve trattare il problema. Allo
scopo di ottenere risultati pid soddisfacenti si é&eseguito un
cambiamento della variabile spaziale indipendente, in modo da

trasformare 1'intervallo seminfinito della variabile spaziale
nell'intervallo (0,1).

La trasformazione scelta permette inoltre di avere passi
molto piccoli del reticolo spaziale in prossimitha dell'asse del
cilindro e nello stesso tempo consente di tener conto dell'anda-
mento delle funzioni incognite fino ad una distanza dall'origine

(°) Manoscritto ricevuto il 15 novembre 1965



al 41 14 della quale non si hanno pil variazioni sensibili
dell'intensitd del campo magnetico e della temperatura.

Nell'ultima parte del rapporto sono presentati e discussi
vari casi, ottenuti variando i parametri caratteristici del
problema, per esempio la velocitd o le caratteristiche fisiche del

liner.

Questo lavoro & stato svolto nell'ambito di una ricerca
sviluppata da J.P. 8omon del laboratorio Gas Jonizzati 4i
Frascati, che qui ringraziamo per gli utili suggerimenti e in-
formazioni.

Per una descrizione pill dettagliata del problema fisico si veda la
bibliografia [3], [4].



1. Descrizione del problema

Il sistema di equazioni proposto &:

(1.1) R A LONCRR JCHE- 3
2
(2.1) %% =4 12 (£ + R%(kt)) F(8) (%E)
con
0<Ts % 0 < E <

con le condizioni 1iniziali

(3.1) per 1 =0 B =1 ; & =1
e con le condizioni al contorno
(la1) per £=0 3 (R%(eu)s) = 4 R (k) R(o) 3¢

(5e1) per & 2 o B=1 ; & =1
La funzione R(k<%) & del tipo:
(641) R(ket) =1 - ke
81 trattano i cesi con
F(e) =1

F(e) = ¢



I1 problema schematizzato da queste equazioni ¢ 11 seguente:

zh

1Y

Fig. 1 i Sezione laterale del cilindro

si ha un contenitore cilindrico (liner) di metallo, che 8i sup-
pone di spessore infinito. Nella zona compresa fra la parete
interna del liner e 1l'asse & creato un campo magnetico; il liner
8i muove con velocith costante verso l'asse z , comprimendo la
regione in cui & creato il campo magnetico.

Si vuol ricavare: I) l'andamento del campo magnetico, il
quale & soggetto a due processi, cioé da una parte aumenta per
la compressione,perché il suo flusso totale deve conservarsi,
dall'altra dopo un certo tempo, subisce una diminuzione,
in quanto diffonde all'interno del metallo; 1I) 1'endamento della
temperatura nel corso del movimento,.

Le equazioni sono scritte introducendo le variabili adimen-
gionali B e & . Be Bo & 1'intensitl del campo magnetico ini-
ziale, T  la temperatura all'inizio del fenomeno

By To



La coordinata £ & d4i tipo lagrangiano, infatti il punto £ = O

& sempre associato alla parete interna del liner, nonostante il
suo movimento. La E individua quindi i punti interni al liner
in un sistema di riferimento solidale col moto del liner stesso.
A questo scopo, dato che il liner si muove rigidamente, la
coordinata £ di un punto & scelta proporzionale all'area della
sezione di corona cilindrica compresa fra la parete interna del
liner e il punto considerato.

La funzione R(kt) definita dalla (6.1) rappresenta il raggio
della parete cilindrica interna del liner, al tempo %, riferita
alla distanza iniziale Ro presa come unitd di misura.

81 pud allora concludere che
(7:1) r(£,7%) = (g + R%(kr)) 72

¢ la coordinata euleriana di un punto interno al liner, ciod
dh la sua distanza dall'asse z, al tempo T, rispetto ad un
osservatore in quiete.

La costante k & legata in modo evidente alla velocitd della
parete interna del liner; infine F(8) e L sono grandezze che
dipendono dalle caratteristiche fisiche del mezzo (conducibilith
elettrica, permeabilitd magnetica, calore specifico del materiale).

Le equazioni in questione si possono ricavare in modo diretto
dalle leggi dell'elettromagnetismo.
La prima equazione scende dalla legge di diffusione di un cam-
po magnetico in un mezzo che non sia conduttore perfetto. Questa
legge 81 ricava a sua volta dalle equazioni di Maxwell, trascu-
rando le correnti 4l spostamento:

(8¢1) g% = V(n VB) + rot (Vv A B)
dove m & un coefficiente dipendente dalla permeabilitd magnetica

e dalla conducibilith elettrica del mezzo. All'equazione (1.1)
sl arriva tenendo conto che il sistema di coordinate & cilindrico



e che il campo magnetico ha direzione assiale ed & perpendicola-
re alla velocitad del liner.

La (2.1) si ricava dalla legge di Joule, che da 1l'energia
dissipata per unitad di tempo sotto forma di calore, per effetto
dells corrente elettrica indotta nel liner in corrispondenza
ad una variazione del campo magnetico.

Le condizioni iniziali (3.1) esprimono il fatto che al
tempo % = O il sistema & indisturbato, cloé p e & hanno
un valore costante.

La condizione {4.1), alla parete interna del contenitore,
rappresenta la legge di Faraday-Neumann-Lenz , scritta tenen-
do conto della legge di Ohm e della legge di Maxwell

rot B = uﬂ3
e, al solito, del fatto che si & in simmetria cilindrica.

Le altre due condizioni al contorno (5.1) esprimono il
fatto che, poiché le perturbazioni di B e & 8i propagano nel
liner con velocita finita, per tutti i tempi che interessano,
ad una distanza sufricientemente grande dal punto £ =0 , B e &

muntengono i valori iniziali.

Magglori informasioni sulla natura 1'isica del provlema si

possono trovare nella bipliograria [3] e [4]e



2. Analisl delle equazioni

Consideriamo il sistema

28 A%EEQ)Q+RQM»%

2
28 _ ) 12 (g + R®(kv)) P(s) (%g)

ot

La prima equazione si pud scrivere nella forma :

(1.2) Be = 4 B, [(F(8)), (& + B%) + F(8)] - b F(0)(+R%)B =0
ed & un caso particolare dell'equazione del secondo ordine:

(2.2) + 2bu,_ +cu__ + 0

Blg Ex i T BT

con a, b, ¢, g funzioni di u, &, v e delle derivate del primo
ordine. La prima equazione, considerata separatamente & in forma
canonica ([1] p.156 vol.I1I) perché:

b

H

¢c =0
(3.2)

a

[

- I F(8) (£ + R?)

8i tratta di un'equazione di tipo parabolico che nella forma
(1.1) 8i pud interpretare come un'equazione della diffusione

in geometria piana pur di considerare come coefficiente di 4if-
fusione l'espressione: U4 F(8) (£ + Rz(km)).

Poiché quando un'equazione & scritta in forma canonica, le
derivate che vi compaiono sono prese lungo le direzioni caratte-
ristiche, considerando solo la prima equazione, le sue dire-
zionl caratteristiche sono le parallele all'asse E e, trattan—
dosi di un'equazione di tipo parabolico, in ogni linea paralle~
la all'asse E,vengono a coincidere due caratteristiche.

La seconda equazione & invece non lineare dal primo ordine.



- 10 =

81 vuol vedere se le condizioni iniziali e al contorno, associa-
te dal problema fisico a queste equazioni, permettono di deter-
minarne la soluzione.

Si considera prima il caso semplice in cui F(&)= 1 , cioe
il caso in cui le due equazioni sono disaccoppiate. Il problema
81 riduce allora alla risoluzione separata di un'equazione para-
bolica e 41 una non lineare del primo ordine del tipo:

(4.2) 8_=r(B, €, 7)

)

con f funzione delle quantithd B, £, ¥ tutte note se l'equazione
parabolica in p & giad stata risolta.

Data un'equazione del primo ordine della forma:

auE + buT =C
con a, b, ¢ funzioni d1 &, <, u ma non delle derivate d4i u,
le caratteristiche, nel piano £, t 8ono date dal sistema di
equazionl a derivate ordinarie

d
(602)
E-»

Dalla (4.2) si ricave immediatemente che, nel nostro caso:

4aE

as = 0
(7.2)

ds _

ds

la cul soluzione &

cost

[
[}

(8.2)
T = 8 + cost
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cioe le linee caratteristiche sono le parallele all'asse <.

Dalla teoria delle equazioni e derivate parziali risulta che
le condizioni al contorno per la risoluzione delle equazioni
vanno assegnate in dipendenza dal numero di caratteristiche di-
stinte © coincidenti che escono dal contorno [1}. Pertanto, per
l'equazione parabolica in f§ bisogna assegnare una condizione per
E =0 e una per £ - « , mentre per l'equazione in & non sono ri-
chieste condizioni al contorno. Quest'ultimo fatto si pud vedere
direttamente dalla forma dell'equazione (4.2) in gquanto, una vol-
ta assegnati i valori iniziali su tutta la regione che interessa,
i valorli di & al tempi successivi si ottengono integrando per
ogni punta dell'asse E un'equazione equivalente ad una alle deri-
vate ordinarie.

Se F(8) = & 1le equazioni sono accoppiate e i ragionamenti

N

precedenti non si possono applicare. Tuttavia e possibile giungere
alle medesime conclusioni transformando il sistema costituito dal-
le (1+1) e (2.1) in un sistema equivalente quasi lineare del pri-

mo ordine [1].

Questa riduzione si pud ottenere ponendo:
By = v(E,7)
per cui 11 sistema (1.1) e (2.1) diventa:
BE - Y =0
(9.2) B, - 4 [F(8) (& + R(kv))y], =0
o - 412 (g + B%(xv)) F(8)¥° = 0

Introducendo un vettore u di componenti (By 7¥» 8), 11 siste-
ma (9.2) si pud mettere nella forma

t 2
(10.2) Aug + A%, + D = o}
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dove
0 0 o 1 0 0
(11.2) A= [1 0o o A = |0 -4F(8)(E+R?) ~L(F(8)),
0 0 1 0 0 0

e dove b & un vettore 41 componenti:

(12.2) -y
D = —MF(G) e Y
4L (e+R% (k%)) F(8)y?

L'equazione delle linee caratteristiche nelle forma ¢(x,y) =0 ,
8l ottiene eguagliando a zero il determinante della matrice

(13.2) A =A% oF + Af o

clod:

o 0 0
3

(.2) A= | o -uR(8)(E + RZ)o, -U(F(8))y o

0] 0] ¢
T

da cui

2
(15.2) A = ¢£[u F(98)(g + R%(k7) 2, °¢] =0
che ha come radici:

(16.2) . =0 radice doppia

¢ =0 radice semplice

in definitiva si ottengono, come nel caso precedente, caratteri-
stiche coincidenti parallele all'asse E e caratteristiche semplici
parallele all'asse 7.
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Quanto alla condizione al contorno (4e1) per £ =0 , 8i
noti che essa si pud scrivere nella forma:

(17.2) (&%), - uF(s) (R%p), =0

e interpretata come equazione alle derivate parziali nella re-
gione £, % anziché come condizione al contorno, & un'equazione
del primo ordine in Rz(kw).ﬁ(g, 1) che ammette come linee carat-
teristiche le curve!

L = - urF(e)
(18.2)

la (17.2), sempre interpretata come equazione nel piano g, %,
ci dice anche che la funzione Rz(km)-ﬁ(i, 1) & costante nella
direzione individuata da

(19.2) % = - LP(8)

Vedremo come s8i pud tener conto di queste osservazioni nellas
trattazione numerica del problema.
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3, Schema numerico e analisi di stebilita

Per la risoluzione del nostro sistema di equazioni (1.1)
e (2.1) si & adottato il metodo alle differenze finite e preci-
samente 11 seguente schema:

Bn+1_ Bn Bn+1_ 3n+1
s I Y TSR | +1 2\n+1\ Pgea” Py
bt T BE "2 {Fg+1/2 (En+1/2 + (7% )' Y;

Bn+1_ an+1
2)n+1 ) ] 3=1

1
(1:3) = Filipp (Gyypp + (R Bt Fraaze Ggun t

T all S S S S S0
¥ * T T Fyear2 \Ejaage AE

n+1 n
ejijzz - 6;]+j[2 2
(203) e a4 L

(Ey14/2

+ (R2)n) Egil;:_gg )2 ™
AE * T iv1/2

ns= 1, oooo,M
{J = 1' cesaey N-1

con le condizioni:

(3+3) By =1 85,4/ =1 (3 = 0pene,N)
(u.S) ﬂ;\}‘ =1 (n = 0,...,]&)
(Rz)n+1 52+1— (R2)n Bg Bn+1_ Bn+1
_ 1 2\n+1 _n+1
(5.3) — S {(R o e
By~ By

Alla semiretta & sostituito un intervallo finito e la
condizione al contorno per E - o & trasportata nel punto
E = NAE



La generica grandezza o rappresenta il valore approssima-
to di u nel punto del reticolo (J.AE , n.A%).
Questo schema 8i ottiene costruendo nello spazio (£, %) un reti-
colo con passo spaziale AE e passo temporale At e sostituendo
alle derivate dei rapporti iacrementali, che si calcolano facen-
do uso dei valori delle funzioni incognite nei puntli del reticolos
L'uso di indici seminteri per il calcolo di & & stato introdotto
allo scopo di ottenere una migliore centratura dello schema e
quindl un pib alto grado di precisionae,

Lo schema, per quel che riguarda l'egquazione parabolica in B
e la condizione al contorno per & = 0 & implicito, nel senso che
i valori di B nel punto (J AE , (n+1) A%) non sono calcolati solo
in funzione dei valori di B al tempo n.At ma dipendono anche dai
valori ﬁ?i} € ﬁ§:1
di ﬂ?+1 va calcolato risolvendo, nel modo che vedremo, un si-
stema lineare.

» Pertanto, ad ogni lterazione, 11 valore

Lo schema implicito & stato adottato, nonostante la magglore
difficoltad di risoluzione, perché, come si vedra dall'analisi di
stabilita, esso sssicura l'incondizionata stabilitéd dello schema
numerico. Per risolvere il sistema s8i procede nel seguente modos
supponiamo che il calcolo sia stato eseguito fino al tempo n.At ;
possiamo allora ricavare dalla (2.3) &?:1/2 per J =1, see , N=1i
tenendo conto della condizione al contorno (4.3). A guesto punto
81 pud risolvere il sistema costituito dalle (1.3) e dalle condi-
zioni al contorno (Le%) e (5.3). Il sistema (1.3) si pud scrivere

nella forma

- n-+1 I+ n+t _
(6.3) Ay Pyer * By Py T Oy Py = 0y

_2Av_ n+d

2 \n+1
A, = 5 ¥, ( R
con 'j (A€)2 j+l/2 j+'1/2 + ( ) )
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B. =1 + 2A% L n+1 + (R2)n+1) +

(2e)2 U d+1/2 (Ej41/2

+

ng1/2 (53_1/2 + (Rz)n+1)}

(7.3) | oy = =B85 B (g0 + (BP)M)

(ag)2 31/

Py = Zié?ﬁ Flarsz Cgpzo + (RO 63,4 +
T {1 i Zﬁﬁfﬁ [??+1/2 (Bgpa/p + B =
- ¥ ajp Byt @] ] 6 +

2
¥ Z§§§§ Fio1/2(85170 + BT 85,

\

Come sl vede Aj’ Bj’ Cj' DJ, sono funzioni note delle quantita
calcolate al tempo n.At . Si vede che un sistema del tipo (6.3)
(tridiagonale), si pud facilmente risolvere purché siano soddi-
sfatte le condizioni

(803) AJ >0 Bj >0 C

Se s8i scrive ora

n+1 n+1
(903) BJ = Ej Bj+1 + FJ
A:j ]
con E, = - » 1
J By = Oy By
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D, + C, F.
(10.3) P, = mb—d =1 12 1
378, -0y By,

e se tenendo conto delle condizioni al contorno, si calcola:

7 (il R 21 )

f

(11.3)

=
4}
Y

o = (1 - B ) B g B B N, 6

1
(R2)n+1.[1 + g_j ?;;]

Bn+1 n+1

n+1 ete, fino a B °

81 possono ricavare successivamente N B
81 noti che, in accordo con quanto si & rlcavato nel paragraio 2,
lo schema numerico scelto non fa mai intervenire i valori al con-

torno della funzione 4.

Per gquanto riguardea la stabilitd di questo schema, seguendo il
metodo di Von Newmann - Richtmyer, &i suppone di dare una piccola
perturbazione allo stato iniziale del sistema, cioé:

i
w
+
Q

Bj—
(12.3)

- -]
1t

60 + ej

con oj € ej » quantita piccole rispetto al valori iniziali

BO (-] 60 .

Nell'analisi di stabilita vengono trascurati i termini di secondo
i in 0. e €,

ordine j j

Le equazioni (1.3) e (2.3) nell'ivotesi che valgano le (12.3) e

che F(6) = & diventano
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T = 9 Ziéfﬁ {(6311/2 b 80) (&g q /o B )

PR (IR b IR A

(13.3)
+(°3+1/2*°o)(53+1/2*(R2)n)(°3+1“°?)
~()_ /0+90) (By_y s+ (RZ)P) (S5 5_)
(1“.3) 315:_1'/2 - eg+1/2 = L}.LQ -(—Aﬁé(erdl‘”/z*'eo)(65"'1/2+(R2)n(031*1_013)2

Da cul semplificando e trascurando gli infinitesimi del se-
condo ordine sl ricava!

+1_ P o 24% +(r2)P*1 +1_ 2\n+1 +1

G-d) - e o[ (Eguq ROV )y -2 Epr (RE)T) ST 4

(15.3) s (850t BEVDL] + ey, pr @] -
- 2(ey WG ¢ (eyy s ]

n+1 n
(1643)  €349/2 = €j41/2 = O

Cid significa che, nell'approssimazione in cui oi si & posti,
si possono fare considerazioni di stabilith semplicemente sull'e-
quazione in B, considerando & come costante. Dato che per 1l'equazio-
ne parabolica in B si & adottato uno schema implicito che risulta
incondizionatemente stabile lo schema complessaivo si pud conaiderare
sBtabile,

. B' chiaro che si tratta di un'analisi d4i stabilitad euristica
non solo per la linearizzazione delle equazioni, ma anche perchs
non si & tenuto conto delle condizioni al contorno. Ciononostante
i1 risultato ottenuto & stato verificato dalle prove numeriche, al-
meno quando per la condizions al contorno, si & adottata una
discretizzazione di tipo implicito come nella (5.3)
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Se tuttavia, per essere pid aderenti alla natura del pro-
blema, cio& per tener conto delle considerazioni fatte al para-
grafo 2, si usa una discretizzazione di tipo esplicito:

2\n+1  n+1 2\n _n n n
R B - (R ) B, -
: A% Ag

per valori di At troppo grandi sl possono presentare delle insta-
bilita sul contorno che poi si ripercuotono su tutta la regione
in cul & eseguito il calcolo.

Pid precisamente, se usiamo la (17.3) ci 8i pud aspettare
che AE e Ax debbano soddisfare alla condizione di stabilita:

(18.3) AT € H—%%ET

Come Bi vedra pild diffusamente in seguito, 1 AE necessaril
ad una trattazione accurata di questo problema, sono molto pic-
coli (dell'ordine di 10“6). Se 81 & costretti ad applicare la
condizione (18.3), anche i Ax usati devono essere molto piccoli
e quindl il tempo di calcolo per arrivare a T = % diviene mol~-
to elevato. In generale la (17+3) non & stata quindi adottata
anche se, nel caso in cui valga 1l segno di uguaglianza, ciod

AT'—'uFe

essa approssima molto bene la (4.1). In quest'ipotesi infatti
1a (17.3) diviene:

(Rz)n+1 B1;+1 - (Rz)n B?

il che equivale a dire che il valore di R28 sul contorno & tra-
_sportato costante lungo le rette di inclinazione:

AE _ _
A = L F(s)
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Iy Trasformazioni di coordinate e risoluzione numerica

Dai primi risultati numerici, ottenuti applicando lo schema
alle differenze finite del paragrafo 3, si sono potute notare due
cose importanti, ai fini di una trattazione corretta del problema,
La prima & che le variazioni sensibili di B e & rispetto al valore
iniziale 8i hanno solamente ad una distanza relativamente piccola
dalla'parete del liner & =0 .

La regione di liner interessata varia naturalmente al variare del
parametro k, che & proporzionale alla velocita con cui il cilindro
conduttore viene spinto verso l'origine. Cid dipende dal fatto
che, quanto minore & la velocita con cui viene compresso il campo
magnetico, tanto maggiore & la regione del liner in cui 11 campo
magnetico pud diffondere. Pertanto, a seconda del valore di k,

& possibile imporre la condizione al contorno-(5.1) anziché per

£ = o , per valori di £ <1 .

La seconda cosa importante & che il comportamento della soluzione
per © = 1/k & molto sensibile alla scelta del passo AE e che, a
causa della singolaritéd delle equazioni per 7 - 1/k, per ottenere
dei risultati attendibili, bisogna fare uso di passi AE molto
piccoli. Ci 8i & accorti di questo fatto facendo dei calcoll in
cui i passi AE erano successivamente dimezzatli e osservando come
la soluzione fosse estremamente sensibile a gueste variazioni.

11 fenomeno pid indicativo & stato il fatto che nel caso F($) = 1
per © = 1/k 1 valori in prossimitad del contorno cominciano a cre-
scere molto rapidamente e in modo da produrre una discontinuita
molto marcata della derivata prima di B .

Per esemplo :

per Kk =100 , 0 < £ < 0.6 , Ay = 3,407
e t = k1t = 0.98
in x =0 B = 6.24.10°
X = 12410 B = 1088-10
X = 241072 B = 8.75
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Questo comportamento & tanto pill accentuato e comincia a
tempi tanto pid piccoli, quanto meno il reticolo & fitto. Rimane
quindi mascherato il vero andamento di B e 4 in prossimita del-
1l'origine che, per il problema fisico, & molto importante conoscere.
D'altra parte, per ragioni pratiche (tempo di calcolo e me-
moria del calcolatore) non & possibile usare dei AE molto piccoli
(< 10_“) in tutto 1l'intervallo dalla E che interessa. Non & nep-
pure conveniente adottare una suddivisione con valori di Ag diversi

in zone differenti dell'intervallo, per esempio:

AE = 1072 0<Ec<E,
pE = 107 g <E<E
ag = 1072 Er < B < &g etc.

Infatti, se lo schema numerico & di tipo implicito, questo espediente
comporta delle notevoli difficolta nella risoluzione delle (1.1)
e (2.1), se 8i vuole che le differenze spaziali siano sempre ben
centrate. Se d'altra parte si introduce uno schema esplicito,

per semplificare il passaggio da una regione all'altra, c'é perd
la difficolta che At deve essere scelto in modo da soddisfare al-
la condizione di stabilita (ciod At ~ (AE)?) e,se AE & scelto
piccolo in certe regioni, At & di conseguenza cosl piccolo che il
tempo di calcolo diventa molto grande.

Si & pensato allora ad un cambiamento della variabile indipenden-
te, tale da trasformare l'intervallo (O, ») nell'intervallo

(1,0) e tale che, a variazioni costanti della nuova variabile
indipendente, corrispondano Af molto piccoli in prossimita di

E = O e via via sempre pil grandi per £ = « (fig. 2)

)

fig 2 ;
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Una trasformazione di guesto tipo pud essere
(1.4) y = e 86 a > 1

la guale porta a valori AE tanto pid piccoli per £ = O quanto
pil grande & il valore di a. Come s8i vede per y = 0O , AE = .
Tuttavia se si divide in 100 parti l'intervallo O € y < 1,

per valori di a tali che in prossimitad di E = 0 sia AE < 10—5n
questa funzione taglia praticamente tutti i valori di E maggiori
di 1072, In altre parole tutto 1'intervallo, da £ ~ 10°2 a

E »* « , corrisponde ad un solo Ay.

81 & allora cercata una trasformazione che presenti i vantaggi
della fungzione esponenziale per £ + O , ma ne attenui 1 difetti
per £ » « « Si & scelta infine la funzione:

1

?:—;g;; = f(E) r>0,b>0
+

(24) y

"

Infatti y'(0) = - r.b , mentre per la trasformazione (1.4)
y'(0) = -a , quindi il comportamento delle due funzioni nell!in-
torno dell'origine & uguale pur di scegliere r.b = a .

D'altra parte la (2.4) riduce molto meno della funzione
esponenziale 1l'intervallo utilizzabile. Cid si pud vedere dalle
tabulazioni eseguite per la funzione (1.4) e per la (2.4) al
variare dei parametri a, r, b . (Tab. 1 - 2)

Scriviemo ora il sistema (1.1) e (2.1) con le condizioni
(3-1), (Le1) e (5.1) supponendo di introdurre, nella maniera
vista, una nuova variabile spaziale

y = £(g)

e, per comodita, anche la nuova variabile temporale

(3e4) t = kt

Introducendo poi la funzione
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(bols) W(y,t) = £(y) + R%(t)

osservando che

6 quindi

% - (5;,) 4. (g;) o(¥)

le equazioni diventanos

(504) By = & 9(3) [F(0) o(v) W(r,t) By
2
(614) o, = 4 9(v) R(o) W(y,1) 62

con le condizioni

(7.4) (%8), = £ o(y) B2 F(8)B, per y = 1
(8e4) B(t,0) = 1
(9+4) B(0,y) = 8(0,y) = 1

Lo schema alle differenze finite in completa analogia colle
(1e3)y (243), (3.3), (4e3) o (5.3) & :

an+1- ﬂn ﬂn+1_ Bn+1
P R N R B
(10.4) -1—3{——1 =k %y 28y { 3+1/2 3+1/2 wg+1/2 Ay

Bn+1 - Bn+1
+1 +1 i i=1
= F?—-1/2 ?y-1/2 w§_1/2 Ay + F§+1/2 Pye1/2

n

-

Bl B
"3 3=1/2 ®3-1/2

6n - g
w‘n _j___l':l
/e Ay J ]

-1/2 Ay
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Oivizem Yieaze  w? 2 B0 = B3\
J+1/2 3+ - n j+1 |
(11el4) At = "k <¢3+1/2> FI;+1/2 Wis1/2 ( Ay >
Con le condizioni al contorno e iniziali
2 \n+1 _n+1 2\n .n n+1 n+ 4
(RT)™ By = (RT)" B By = B
N N _ L 1 2 \n+1 +1 PN 7 PN-1 _
(12.4) At =k *N2 {(R )R /0 iy

ﬁn_ £3n.

- (R Py ay }

(13.4) By =1

o

o—
(1hels) By = 85 =1
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5. Risultati

Il problema & stato trattato numericamente per vari valori
del parametri k e L nei due casi:

F(e) = 1 equazioni disaccoppiate

F(8) = & equazioni accoppiate
e precisamente!

K 10 50 100
F(e) =1

L o| 1 | A 1

K 50 50 50 1000 1000 10000
F(G) = §

L [1072| 10" | 1 | 1072 [40”' | 107!

Per giudicare sull'attendibilitad deil risultati si & dovuto
gercare un test, ciod il calcolo di una grandezza il cui valore,
per ragioni fisiche, fosse noto. Il test pid semplice & parso il
calcolo dell'espressione:

oo

o(x) = | (Ble,w)- 1)a + % (k%) B(0,%)
[]

che, com'® noto, essendo il flusso totale del campo magnetico,

deve mantenersi costante (nel nostro caso uguale a uno)e.

Questo test ha permesso di constatare l'importanza della scelta

del parametri r e b nella trasformazione (2e4)0

Nel caso disaccoppiato, per esempio, che & sempre il pih difficile

da trattare, in quanto le funzione B continua a crescere per la

compressione del flusso magnetico, e solo per tempi molto prossi-

mi a 1/k incomincia a risentire dell'effetto della diffusione attra-

verso il liner, & importante che il passo AE in prossimitad del

punto £ = O sia molto piccolo (< 10 ). Infatti, come si & gia

detto, per % = % le equazioni presentano una singolarita e in

prossimita di questo valore di « B8l devono usare dei passi
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spaziali e temporali molto piccoli se 8i vuole che l'effetto
della singolaritd non si faccia sentire troppo presto, mascheran-
do il vero andamento della fwizione B sul contorno.

Nello stesso tempo perd & necessario che 1l'intervallo della
E in cul viene effettivamente eseguito il calcolo sia tale da
tener conto di tutti i punti del liner in cui si ha una perturba-
zione delle grandezze B e §. La grandezza dell'intervallo della
E da utilizzare nel calcolo si pud valutare definendo delle op-
portune grandezze caratteristiche che dipendono dal valore d4i k
e rappresentano il rapporto fra i valori della funzione B e delle
sue derivate prima e seconda [4].

E' molto pih facile seguire 1l'andamento del fenomeno nel
caso in cui le equazioni sono accoppiate, in quanto B comincia
a risentire molto prima della diffusione attraverso il liner e
presenta un massimo ben marcato.

Nei casi F(8) = 1 sl & trovato un massimo nei valori al
contorno di B per valori di k dell'ordine di 100. Per valori
di k superiori, il massimo si trova probabilmente per templ <
cosl prossimi a 1/k che la singolarita non permette di mettere
in luce tale andamento.
D'altra parte, non 8i pud spingere oltre un certo limite la
riduzione dei A£. Infatti, se da una parte si possono scegliere
dei valori molto grandi del prodotto r.b nella (2.4) (fino al-
l'ordine di 105), si & perd costretti, per non avere un'interval-
lo effettivo della E troppo piccolo, a scegliere valori d4i r tan-
to pil piccoli quanto maggiore & b. Tuttavia se ad esempio r < 0.3 ,
l'intervallo della £ in cui si esegue il calcolo & grande, ma
non permette lo stesso una trattazione accurata, in quanto si
ha una grande concentrazione di punti in vicinanza dell'origine,
ma pochi punti con AE molto grandi, in buona parte della zona in
cui & ancora importante la variazione di B e & .
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Nel seguito sono presentati, per vari valori di k e nei
due casi F(8) =1 e F(#) = 8 , grafici e tabulazioni dell'an-
damento delle funzioni incognite sulla parete interna del liner,
al variare del tempo, oppure dell'andamento d1 queste stesse
funzioni ad un generico tempo t nei punti interni al liner,
ciod al variare della coordinata lagrangiana E.

I simbolil usati sono 1 seguenti:

T t

TAU T

DT At

R R

X 13

Y y

DO r (coordinata euleriana)

B g

Z 8 E

FI  f(g,t) =/ (B-1)ag
(]

FT o(t)

X1, X2, X3, X4, X5 nelle prime due tabulazioni corri-
spondono a E rispettivamente nelle trasforma-
zionli di coordinate y = e-bE e Yy = ——-1—~;
conr =2, 1, 0.5, O.4 . (1+bE)
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Valori di E nelle trasformazioni ¥y

Tabe1

3,5.10°.

b =

con

(r =2, 1, 0.5, 0.4)

]
(1+vE)T

Yy =
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Valori di E nelle trasformazioni y = e

Tab.2

(r =2, 1, 005, Ou4) con Db = 3.5.10“.

1
(1+pg)T

y =



9x10

141

F(8)z1 K=10 L=1

4
|
-

2 4 6 8 10 tx10"

Fig.e 3 : Andamento di B e 4 sulla parete interna del liner
in funzione del tempo in un caso di equazioni disaccop-

piate.
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sulla parete interna del liner e

Valori di B e &

Tab. 3

valore del flusso magnetico totale in funzione 4i t,

L =1,

50,

nel caso disaccoppiato con K
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: Valoti di

Tab. 4

ne di &, y e della coordinate euleriana al tempe
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Andamento di

Fig. L
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nel caso accoppiato con K =50 , L = 10 .
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sulla parete interna del liner e

: Valori di R e ¢
valore del flusso magnetico totale in funzione di t

Tab.8

L = 10",

=50 ,

nel caso accoppiato con K
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Tab.

di g, y e della coordinata euleriana al tempo

t = 9.8.10’1

1071,

50 , L

nel caso accoppiato K

§.10

Bx10

Bed all'interno del liner al tempo

Andamento di

.

Fig. 6

in un caso di equazioni accoppiate.
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sulla parete interna del liner e

Bed
valore del flusso magnetico totale in funzione di

Valori di

Tab.10 :

5 , L = 1.

t nel caso accoppiato con K
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sulla parete interna del liner e
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: Valori d4i

Tabo.11

valore del flusso magnetico totale in funzione di t

10° , L = 1072,

nel caso accoppiato con K
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sulla parete interna del liner e

B e d
valore del flusso magnetico totale in funzione di t

Valori di

Tab.12

T

10° , L

nel caso accoppiato con K
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sulla parete interna del liner e

B e d

Valori di

Tab.13

valore del flusso magnetico totale in funzione di t

1o , L = 1071,

nel caso accoppisato con K
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Diffondere ;:ognizioni equivale a diffondere benessere — intendo
parlare di benessere generale e non gid di ricchezza individuale —

e quando si instaura il benessere va sempre pii scomparendo il

Alfred Nobel
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